CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, professeur au lycée Pasteur a Neuilly-sur-Seine, et external
lecturer a Essec Business School.

Partie 1

Le début de cette partie est pour le moins étrange. En effet, on démontre officielleme
en classe de premiére année que :

— la fonction tan réalise une bijection de I'ouvert | — 7 /2. 7/2[ sur R et I’on note

?

CORRIGE

Arctan:]ll—a]—g;%[

la bijection réciproque. L'on a donc réciprogquement et instantanément :

Vi € ]—E . E[ Arctan(tanr) = »

d’otr il ressort d'u

Arctan

perdre de temps jserons a ne pas traiter les trois

s

X m
1+12 2—toe 2

r

ce qui-démontre précisément que Iintégrale impropre :

+
o L1+t

/""x dt «
1+t 2

existe et que 1'on a I'égalité :

Nous saurons nous en souvenir !
https://vertuprepas.com/
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4. Soit = et y deux réels. D’aprés ce que nous venons de rappeler, la fonction Arctan est
dérivable sur le segment [z, y] et sa dérivée y est positive et ouvertement majorée par 1.
L’ inégalité des accroissements finis, dans sa forme valuée, termine alors la petite histoire.

i Les initiés auront reconnu une fonction 1-lipschitzienne...

5. Considérons la fonction :
w:t— Arctant + A‘rctan%

Selon les théorémes généraux, elle est assurément dérivable sur R’} et, aprés une énorme
simplification, I’on trouve aisément que :

VE>0  W/(t)=0

Comme R, est un intervalle(*), la fonction u est d’ores et déja constante sur R, @

alors a faire valoir que :

ous allons causer un peu de use Nj.

u(l) =2Arctanl = %

I"égalité :

étant bien entendu connue comm
I Cette relation est souvent
Partie 2

Avant de nous lan

Nous notons tout une application born ans R, la fonction | f|
est majorée sur it le théoréme de la borne s re, elle se doit de

est une genuine no vectoriel Ey ce qui
signifie qu’elle atre faciles propriét 3
i. Clest une

Ey.T'ona:
No(f) =

ii. Pour tou

iii. Pour toute fonction f € Ej et tout
No(Af) = [A[No(f)
iv. Pour tout couple (f, g) d’éléments de Ey,l'ona:

No(f +9) < No(f) + No(g)

(*) Largument est d'importance ! D’ aucuns 1'ayant oublié un certain matin du mois de mai 1982 en gardent encore un souvenir

rés amer...
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Nous nous permettrons donc de les utiliser librement tout en suggérant a notre dévoué
lecteur d’en écrire les preuves.

6. Nous allons naturellement procéder par plongement.

— I'inclusion :
Eyccl (R,IR)

ne procéde que de la définition de Ej ;
— lafonction nulle étant aussi bornée au propre qu’au figuré, notre E, est assuré
non vide ;
— soit deux fonctions f et g appartenant a Ey et A appartenant a R. Il e
réels M et N tels que :
lf|<M et |g) <N

d’oi il ressort, triangulairement, que :

CORRIGE

If +Agl < M + [AIN

ce qui nous permet de passer a la
" Pour les connaisseurs, le ¢

7. Soit x € R. Selon les

ment la moitié de 7, il semble

aNo(f) 1
2 1+

existe, il ne reste plus qu’a positivement comparer !

r" Il semble bien que nous venions d’établir que :
def®(f) =R

Absolument d’ailleurs !

https://vertuprepas.com/
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8. Soit a nouveau = € IR. La convergence absolue que nous venons de rencontrer permet
I'utilisation de "inégalité triangulaire intégrale et I'on a déja :
+oo | Arctan(tx) f(t)|
——dl
1+1¢2

|B(f) ()| < /ﬂ

puisque les bornes. .. Profitant alors de la comparaison trés récemment mise en place, la
croissance et la linéarité de "intégration prennent le relais en assénant dans la foulée que :

/‘+°° [Arctan(ta:)f(t”dt < mNo(f) _f+m _dt

CORRIGE

et & nouveau puisque les bornes. .. Comme nous avons rappelé supra que I'intégrale si
tout 2 fait a droite vaut légendairement /2, il s’ensuit transitivement que :

m*No(f)

le(f) @) < ==

et cela montre déja que ®( f) est bornée.
et la borne supérieure étant par définitio
se doit alors de clamer que :

I Nous avons déja
des espaces vector
continue. Celte ét
de la dix septié

e norme sur I’espace vecto et les initiés
maintenant reconnu une apphication linéaire
ra — mais sans le dire bi ! — au cceur du débat

nous ne le redirons
t suivre, sont visiblement dans
ibien pour la croissance de

9. Nous n’avons O( f) est définie sur
plus ! En outre, oules les intégrales
1 le savons bien, est

la grosse intégrale située on the right hand side étant assez facilement absolument(*)
convergente. Cela autorise & nouveau 1'inégalité triangulaire intégrale et voici donc que :

- |f(t)]
[®(f)x+ h) — ®(f)(z)] < f |[Arctan(t(x + h)) — Arctan(tz)| TP dt
0
{*) 1l est assez aisé d'établir qu'une combinaison linéaire de foncti bsol intégrables est elle-méme absolument intégrable.
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11 ne reste alors plus qu’a dominer | f| par Ny( f), a faire jouer derechef la croissance puis
la linéarité de 1'intégration et a s’attirer les faveurs de Michel Chasles.

b. Soit A > 0 et h € R*. Nous allons nous occuper séparément des deux intégrales du
right hand side.

— Soit tout d’abord t € [0, A]. La question 4 nous a appris que :
|Arctan (t(x + h)) — Arctan(tz)| < t[h|

les données déja positives étant, as usual, dispensées de valuation. Il en résulte
foulée que :

CORRIGE

f..d |Arctan (t(z + h)) — Amtﬂn(m)l'ﬂ < /A "
dt < |h —
0 1+ 2 o 1+t

la linéarité et la croissance de I'intégration ayant, encore une fois, été
et au regard de notre projet, ce premier résultat est plutot prometteur,

— Soit maintenant f > A. L'inégalité triangulaire assurant tr:
|Arctan (t(x + h)) — Arc

il s’en déduit aisément que :

puisque les Arc
résulte cette

V- 7/2,m/2[. llen

+o0 dt
A L1+

que, jusque la, 'hy h # () n’a pas eu la moindre utilisation.

s tout d abord et sans détour :

2 . 1 2
+ 1°) =§Ln(1+A}
0

+oo
f . Arcta =T _ Arctan A = Arctan &
4 1+ A 2 A
la toute derniére égalité reposant sur la stricte positivité de A ainsi que sur la formule
de John Machin de la question 5. 11 suffit alors d’avoir bien capté que le texte a trés
Iégalement(¥) choisi :

1

A:W

(*) 11 faut ici impérativement supposer que h#£0, ..
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d. Soit a nouveau h € R*. Nous mettons en avant deux choses :
— grice a I’écriture tranquille :

) 1+h?

1
Ih| 111.(1 +53) = bl =2 = [k tn(1 + %) = 2/A| In A

h?

et a la prépondérance classique :

CORRIGE

il s’avere déja que :

|h| ln.(l % %) y 0
#0

— la fonction Arctan étant officiellement continue en zéro, nous avons en:
Arctan ||

puisque, au risque d’en vexer certains,

11 résulte ainsi des théorémes gén

No(f)
2

et le squeezing proces.

ce qui, par définiti et comme cela vaut

pour fous les réels

" Qu’est-ce qu’il
Iepsilontik ? En
choses :

s chers agneaux avec de
ous aurions mentionné deux

— primo, reste d’une intégrale conve ansfméme une obligation de calcul,
nous avons a coup siir :

+ o0
o [

— =
1+12 Ayoo

il existe donc un réel Ay > 0 tel que :

wNo(f)

Ao 1+12

https://vertuprepas.com/
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et sil’on choisit A = Ay dans la récente question b nous parvenons déja a :

t €
dt + -

Ap
YheR |<I>(f)(:c+fr;,)-<1>(f)(;a~.)|gmu\ro(f)f0 Te 5

- deuzio, comme il est totalement évident que :

Ap t
1B No(f) fo ot ——0

il existe un réel i) > 0 vérifiant cette fois :

™m

A
0 t ;
YheR h| < = |h|N, —dt < =
veR < = W) [ <

Le résultat des courses est alors le suivant :
VYhe R lh| €y = |‘I>(f)(m+h)—t1>(f)(a:)|
chronique d’une continuité annoncée.

I L’avantage de la preuve epsilo 1 t plus
large. 11 est vrai que 1’on pe i ici pour
i I'¢élegance. En
besoin ni de

édons en deux temps.

ns 8 et 9.d nous ont
mue sur R, autrement
n Ey dans lui-méme.

rmis d’a dre que O(f) est
élément de Ey. Cela montre

,elle se résume esseni e de I'intégration.

¢ e 0
hanger de partie.

constante égalea | — évi C ue et bornée sur R — est parfaitement
dans les clous et heureusement !
10. No comment ! car Arctan est imp, ombien de points de baréme pour cela ?

11. Une sempiternelle « méthode du D), » de Leibniz semble se profiler a 1’horizon. ..
Laissons-nous done porter par les événements.

a. Soit u € . Nous savons que Arctan est de classe C™ sur R — donc a fortiori de
classe Dy — et un facile calcul révéle que :

2[ul

"ol
|Arctan” u| = Ty

https://vertuprepas.com/
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Mais, vu une identité trés remarquée en classe de quatrieme, nous avons mentalement(*) :
2lu| < 1+4u?
a telle enseigne que, due to the ambiant positivity,1’on a effectivement :

1
1+ u?

Arctan” u| <
I |

b. Comme l'on est jamais assez prudent, nous notons avant de commencer que la

fonction : 3

T it

CORRIGE

u

posséde effectivement un maximum sur [ car elle y est continue et que ce de
un segment. Cela étant, compte tenu de 1'excellente classe sur R — donc sur [,
fonction Arctan et comme, si I’on en croit la récente a, le réel :

est un majorant sur [ de sa dérivée ous nous en remettons Brool or et &
Joseph-Louis Lagrange mais d n inégalitaire s’entend.

" Nous n’avons jamais utili bon entendeu
c. Aprés avoir ouve es, le « bon e sait qu’il peut
utiliser la précéde sant :

x et b=tx+h)

Tout se met alo: n place a I'exception antit
1
max
wel 14w
tité que nous allons devoir gérer
ur les initiés | — selon laquelle :
x
Comme t est positif, il s’ensuit en particulier qu

tx
th =z ——
A" ~2

{*) 11 suffit, droit dans les yeux, d’observer la différence !
(**) Nous I'appelons ainsi parce qu'elle apporte un réel confort — la preuve ! — mais qu’elle ne géne surtout pas la problématique,
en I'occurence un certain h qui ne devrait pas tarder  tendre vers zéro,

https://vertuprepas.com/
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d’ott il ressort déja que :

ta

L th> —
T+ 5

— A coté de cela, nous avons également :

tr
la raison essentielle étant qu’un réel positif est rarement plus petit que sa moitié !
11 résulte alors de tout cela qu’ici :

et comme la fonction :

'l
o
I
-
o
O

ce qui, vu la positivit

d. Il nous faut i

Elle n’est
pouvons

ropre qu’en plus 11
1"équivalence :

position géographique de 'entier 3
ce en signe positif.

; nt un réel h au méme endroit qu’a la
question précédente et nous dédui sarité de 1'intégration que la quantité :

+oo t
Ah:g(w‘l-h)-—g(ﬂ:)—h/; (1+t2x2)(1+t2)dt

a également le look

Arctan(t(x + h) — Arctantz — H

+oo 14 1242
Ap = / dt
0 1+ ¢2

https://vertuprepas.com/
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*)

cette grosse intégrale étant par ailleurs absolument(*) convergente. Aucun frein donc a sa
triangulation et nous en sommes déja a :

- ‘ Arctan(t(xz + h) — Arctanta — = ‘

1+ t2a?
mmg[ kP
0 1+

Soit alors t = 0. La précédente question ayant fini par révéler que :

2t2h2
4+ 222

th
1+ 1222

‘ Arctan(t(xz + h) — Arctantx — ‘ <

c’est dans une trés positive atmosphére que nous assénons que :

‘ Arctan(t(z + h) — Arctantz — & |

1+2222 ] _ 2t2h? Q
10 S @+ )1
En s’inspirant de ce que nous avons fait 1 de cette questi
dt Q

mutatis mutandis que la toute nouvell
existe et nous pouvon ment la conclusion, 1 ceetlalinéarité

e. Nous nous ri texte de la question pr ,NIOUS Y SUpposons en
outre que /1 est n idons de diviser membre & m par le strictement
positif |h]. I adv

+ 12

E e

et la suite est
aucunement
finalement ét

i la very droite ne dépendant
tend vers zéro et nous avons

h

Cela montre par définition que g est dérivable en x et que :

: +co t
g (@)= fa Greai+ e

Au risque de radoter, nous avons déja dit qu'une combinaison linéaire de fonctions absolumeni intégrables est elle-méme

absolument intégrable.
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et comme cela est véritablement d’actualité pour tous les réels # > 0, nous sommes
autorisés a clamer haut et fort que g est effectivement dérivable sur R7 et que :

. +oo ;
Yz >0 = 5t
>0 0= [ e

f- La réponse a la premiére question est « oui » puisque, depuis la question 1
fonction ¢ est impaire et cette derniére se retrouve donc dérivable sur R*. 11 faut
savoir que sa dérivée y est paire et du coup :

t

+oo
! —
Yo <0 g(:t:)—/; (1+t2m2)(1+t2)dt

CORRIGE

12.a. Grice i la formule de Barrow, nous avons sans détour :

1 1 +o0 ’.
21 +t2L
e, 4 bien y regarder, %ﬁhons des

(14 + 2)

Soit alors a une nécessaire réduction au

et nous

Nous proposons évidemment :

1
el B(:E) = 1_—2:2

A(zx) = o

quantités ne contenant visiblement pas de lettre ¢ et tout le monde devrait s’en contenter.

https://vertuprepas.com/
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c. Soit a nouveau = € R ~ {1}. La formule de Barrow est encore a I"ordre du jour
puisqu’elle affirme, aprés quelques gentilles simplifications, que :

+o0

; 1 2.2 1 2

2
T 0

égalité que nos connaissances intactes de la classe de terminale métamorphosent en :

4 1 141227+
% T 1
9@ =g |" Tre

0

La limite en plus 'infini vaut facilement In 22 = 2 Ilnx — ne surtout pas oublier ol est
logé & — et la valeur en () est manifestement nulle. Il s’ensuit ainsi effectivement que :

CORRIGE

Inzx
! . —
9(x) x? -1

d. Nous mettons en avant les réalités suivantes : GQ

— la fonction g est depuis fort longtemps continue sur R et donc a fortior

— d’aprés I'expression que nous venon: !, elle est a

classe C!' — car carrément de classe C™

— compte tenu de 1'équivalence

nous déduisons aisémen

d’ott il ressort trés g’ posséde une limite fin1 . & savoir 1/2.

L’important théorém nt en classe C! est all .La fonction ¢
est bel et bien de cl L nous retrouvons en t du récent a
13.a. Soit z > 0. N igatoirement nous

-Siz<1,1

est continue sur |
Oui mais voila,
semi-ouvert |0, 2], primitive qui a une limite

raison qu’elle y est continue. Le test de la pri

“oInt dt
b 12 —1
existe. Nous pourrions nous en tenir la pour ce premier cas mais nous allons en outre faire

un peu de zgle calculatoire, zéle qui se révélera payant a la question suivante. Si I'on en
croit la formule de Barrow, nous avons dans la foulée :

impropre qu’une fois en zéro.
‘une de ses primitives sur le
n zéro pour la simple et bonne
ors catégorique. L'intégrale :

[—. t;mTtldt = g(x) - limg = g(x) — 9(0) = g(=)

https://vertuprepas.com/
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I’avant-derniére égalité reposant sur la continuité que nous venons de mentionner et la
derniére, sur une simple ouverture des mirettes.

— Simaintenant 2z = 1, la fonction :

Int
2 -1

t—

est continue sur I'ouvert |0, 1] et son intégrale est impropre deux fois. Il nous faut al

étudier séparément :
172 nt ' nt
f - dtet/ et

— La premiére existe d’aprés le premier cas que nous venons d’examiner?
— Quant a la deuxiéme, il se trouve que la fonction g est aussi 11
de notre intégrande sur le semi-ouvert [1/2, 1] et qu’elle a une limite e en

CORRIGE

un puisqu’elle y est également continue. Le test de la primitive persist des
siennes, nous pouvons ainsi conclure a nouveau a I'existence de :

et Isaac réveéle cette fois q

img— ligu g
- Sip nction
Int
t— o
est contin . x| et son intégrale mp 1s fois. Il nous faut donc ici

) T oInt
=

ket .

la sempiternelle fonction g est une
semi-ouvert |1, .z}, et pour la simple et

f Int dt

existe 4 nouveau et nous sommes tenus de savoir que

T o Int Uont T olnt
—dt = —di —dt
]0 2 -1 /0 2 -1 +/1 2-1

— la troisiéme l'est ég
primitive de notre intégrande, cette
bonne raison que...

L'intégrale :

https://vertuprepas.com/
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que les ténors du Barrow transforment immédiatement en :

T Int ;
[ @it = a0)+ 9(a) = timg = g(a)
-

11 est important pour la suite d’avoir bien capté qu’en réalité nous avons :

o Int
/0 A= g(x)

dans chacun des trois cas, ¢’est-a-dire in fine, pour tous les réels x strictement positifs.

CORRIGE

b. Soit > 0. Nous ne dirons que deux choses :

— Nous savons déja et par définition que :

> Arctan(tx)
pllsitiiciasioe Nk A< O
| = gta)

— A coté de cela, et si I'on en croit le z&

également :

Tout le monde devrait alors y tr

14.a. Soit a nouveau = >

est continue sur I’ou
améne a étudier sé

— nous coingons la deuxiéme en observant sii

. 1 1 T 1
vt>1 0< Arctan— - &
= R 12 3 1+ ¢2

et en obéissant a un certain principe. ..

La situation est donc bien sous controle. Soit alors ¢ > 0. Gréce ala John's formula, nous

avons :
Arctan(tz) w Arctan L

1+2 2 1+ tr 1+2
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Notre travail préliminaire permet alors d’intégrer sur I’ouvert |0, +-oc] et autorise surtout
la linéarisation du cété droit. Comme nous avons dit mille fois que :

/+°° dt w
o 14827 2

b. Quelle drdle d’idée cette valeur absolue dans la deuxiéme partie de la questio
quelle drole d’idée ! Auguste Compte ne doit pas en croire ses yeux... Tréfle de paisan
et prenons donc notre mal en patience.

nous pouvons envisager la suite.

Pour la toute premiére écriture, il suffit de se rappeler la définition(*) de la
intégrale impropre deux fois. Nous allons ensuite travailler séparément es
du right hand side.

— Soit £ un réel vérifiant :

1
<t —
= ﬁ
Au vu et au su de la situatio ique des Arctan ifs, nous
revendiquons tout d’abord :

o

1
ta 1+t2‘““Q

CORRIGE

. Puisque définivement, nous sommes
ifs nous déduisons de la question 4 que :

nl(l
axt - at

d’ott I'on déduit mutatis mutandis que :

0< Arctani- d 2glf d—2

(*) D’ancuns pourraient étre tentés d'évoquer la relation de Chasles, mais & bien y regarder, Michel n'y est pour rien ! Cela dit, le
ciel ne nous tomberait pas sur la téte pour autant. ..

https://vertuprepas.com/
168 1 ANNALES CCIP 2013-2014

W
=
o
&
=
r4
w
o
N



https://vertuprepas.com/

ce qui n"est pas mal non plus. Nous en sommes donc déja a :

+eo 1 dt T 1 f+°° dt
1

& o B e e odE | s
A7 PRl -l A )

Il nous reste alors a peaufiner impérativement la toute derniére intégrale. Soit donc a 1T
nouveau un réel ¢ vérifiant : (0]
.1 -

“Vr 18

Il est alors capital de bien capter que : g
1 JE O

e &
t(1+12) " 1+1¢2

d’ol il ressort as usual puis tour a tour que :

4o dt “+ oo dt
f e SVe / 1+
1vE H(1+1%) vz 1+

11 doit alors trés positivement s’ensui

bis 1
— — Arctan —

NZ

et nous voila fins préts

b. Soit derechef
1l en résulte évide
aré la récente a. il semblefalor

etsil’onn’apa

. wndy

15. Curieux changement de signe ! Jusqu’a présent nous avions > — 1 au dénominateur

et voila que maintenant on y trouve 1 — #2. Si cela ne dérange personne, nous en resterons
définitivement a t2 — 1...
a. La fonction :
. Int
— —
2 -1
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est assez clairement continue sur 1’ensemble :
10, 1[U]1, 4o0]

et son intégrale se retrouve impropre quatre fois. Aussi devons-nous étudier séparément :

172 1nt Uont 2 Int 2 Ing
[Pt [ [ [T
— les trois premiéres vivent un existence paisible depuis fort longtemps ;

— en ce qui concerne la quatriéme, nous avons un peu I'impression de
assénant que I’inénarrable fonction g estune primitive sur [2, +00[ de sa fonction in
et comme depuis peu ¢ a une limite finie en plus I'infini... Alors, comme ;
maintes fois fait lors de la question 13.a, on trouve aisément que :

CORRIGE

et comme on sait jongler avec les « ghosts », on a effectivement :

+oo 1
t 1
f ,}Ldtﬂf L
o t2-—1 o *—1
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c. Soit ¢ appartenant a I'ouvert |0, 1[. Comme 12 est différent de 1, la formule de la
« somme géométrique » dont la mnémo est
premier terme écrit — premier terme non écrit
1 — raison

révele que :
s t2n+‘2

S LB

_ 42
k=0 1 ¢
d’ol I’on déduit tout d’abord que :

1 n s t2"+2
—_—=— =" 4
2 —1 kz_u 2 -1

CORRIGE

puis dans la foulée :

Int i 2 t2"+2 Int
=—>» t“*Int+ ——r—

Prenons alors les choses les unes apreés les au
— L’intégrale :

existe depuis déja longtemps
— Soit alors k € [0

n’est visiblement imy

— lorsque git d'une référence ithmique bien connue pour

— lorsq
dérance classique

égrale . est faus impropre puisque — prépon-

a:

2 nt

(1]

et I}, se doit donc d’exister également.

— Compte tenu des deux premiers points et galité () on déduit du théoréme

de linéarité que I'intégrale :
1 2042
t Int
f - N
0 gl

existe & son tour et qu’in fine on a effectivement :

1 noopl 1 42n+2
Int t Int
—— dt=— f :2"lntdt+f T tat
[ =5 2, 0o -1
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d. Soit n € N. Nous considérons les fonctions :
t2‘n+1

wit—Int et wv:t—
n+1

la seconde devant sa survie 4 son dénominateur manifestement non nul. Elles sont

assurément de classe C! sur le semi-ouvert |0, 1] et'ona:
[ 1 ! 2n
Yt €]0,1] u(t):; et o(t)=t

En outre, grice & nouveau aux prépondérances classiques, le produit uv aen z
finie zéro. Le théoréme d’intégration impropre(¥) par parties assure alors que *

1 L.
B T ="
I 2n+1f0 dt

d’ol I’on déduit aisément — intégrale de Cavalieri — que : w’.

CORRIGE

e. Soitn e Nett

et nous

fait qu’elle admet en zéro la li
— L’équivalence standard :

Inu ~ u—1
1

u—

fait, mentalement, qu’elle admet en 1 la limite finie 1/2.

(*) On rappelle aux candidats qu'ils ne peuvent utiliser directement ce théoréme et qu'ils doivent impérativement passer par une

partialisation.
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Elle est donc prolongeable par continuité au segment [0, 1] et son prolongement ¢ est donc
classiquement borné. Comme il s’agit enfin d’une fonction positive, nous revendiquons
I"existence d"un réel M tel que :

veel0,1] 0<éa)<M

et a fortiori :
tint

0<
2 -1

<M

ol ¢ est bien siir le réel qui a été annoncé supra. On multiplie alors par le positif 2"+ et
voila donc déja que :

CORRIGE

Int
0< = lt213+2 < Mrt%“

La croissance de I'intégration prend du coup le relais et finalement :

Lont
< 2n+2 t <
¥ fﬂ tz—it ¢ 2+ 2

puisque 2n + 2 n’est pas nul. C’est en co;
affaire.

se in
f.Soitn € N.Onrassemble tout d’apprendre aux estions
a. b, e.d et il semble ainsi se de
I

La question ¢ porte
et comme 1’on m:

Soit & nouveau n € N. Grice a la formule atigh pair-impair d une somme, nous
pouvons écrire :

2n+1
1

- L - 1 ¢ 1 1= 1
2§:§(2k+1)2+§(2k)2_§(2k+1)?+3§ﬁ

La série de Riemann de paramétre deux converge bien sir et si 1’on note .S sa somme, un
simple passage a la limite conduit a :

[

ks

s
S=x+31

-+
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et il s"ensuit aisément que § = 72/6. C’est donc une des nombreuses preuves de cette
c€lébrité eulerienne selon laquelle :

Partie 4

16. Soit f une fonction non nulle appartenant & Ejy. Dans la question 8, nous avons appris
que :

CORRIGE

2
No(®(£)) < 7 No(f)

et comme Ng( f) est ici(*) strictement positif, nous avons déja :

No(2(f))
No(f)

2
m
L

ion constante ég notée grassement 1 —
et surtout 1cation ¢ que nous avo dice en long en large et de

ais voila, d’aprés tout
fonction g est autant positive
la borne supérieure de g sur R4
que :

ns appris, il semble bien que sur R, la
, et nous sommes alors tenus de savoir que
que sa limite en plus I'infini a telle enseigne

No(#(1)) = No(0) =

et du coup :
No(2(1)) =%

No(1) 4

(*) Clest la deuxizme propriéié de la norme Ng qui I'affirme !
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Notre majorant supra est donc atteint et nous avons beaucoup plus que ce qui est en réalité
demandé. Nous avons en effet et définitivement :

72 No(®(1))

— = max ————"
4 remo~fo} No(f)

et comme dirait Hervé Christiani, un max c’est bien mieux qu’un sup, surtout quand il
est libre ! N’est-il pas ?

17. Notons avant de commencer que toufes les fonctions gy, appartiennent a Ej puisque
c’est le cas de f et que P applique Ey dans lui-méme. Everything is therefore under
control.

CORRIGE

Soit n € N. L’application ¢ étant linéaire et ,, étant under control(*), nous avons :

Blpa) = \"8™H(f)

et ’on a effectivement :

Nous poursuivons. Vu ce que nous ven i ns :
d’oll, grice a la troisieme 0,11 ressort aQ:

Ftant donné que :

) < ﬂ;i\fo(sﬁ’

est un nombre positi us a surément :
No(pnt1) < vNolon

faire.
A

et que, au risqu

ce qui ne peut

D

Comme f est supposée non nulle. nous s dg@jrque A n’est pas nul, et exactement

comme Spra, nous avons én outre :
IAING(®(f)) = No(f)
Comme A n’est pas nul, il en résulte dans un premier temps que :

1 No(2(/))
[Al No(f)
(*) 1lest évid hors de question d"appliquer & 4 une fonction qui n’appartient pas 3 Fg...
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puis dans un second :

=|=
M
|

et vu que par hypothése, il est dit que :

1>:l'r2
4

I"affaire semble mal embarquée... La réponse 4 la question est donc niet !

A bien y regarder, nous venons d’établir que :

CORRIGE

KeT(Id—)\lI)) = {{)}

et la réponse a la seconde question est donc : « Id —A®d est injective ».
" L'hypothése f # 0 n’a finalement servie que pour cette question. Nous donc
de la carte a I'avenir. Qu’on se le dise !

19. La premiére partie de la questio it aisément par réc “est
la classique récurrence sous-géom uments e conde
partie de la question précédente

Vu que désormais ;
0< No (‘P'n) < M
i située, en I’occurrenge :

p son en signe positif.
i oblige, nous avo: ant :
)| < NMo(en)
ositif, la série concernée est donc
n .

tout en rappelant que la série définissant o (2) est absolument convergente. Nous pouvons
allégrement trianguler et voila donc déja que :

+oo
le@)] < |en(@)]
k=0
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d’ol, grace principalement aux deux questions précédentes, 1'on déduit tranquillement
que :

+oo
()| < ZNO(‘Pk}
k=0

chronique d’une bornitude annoncée. Nous pourrions encore une fois en rester 1a mais
nous en profitons pour ajouter dans la foulée que :

+oo
No(#) €D No(px)
k=0

CORRIGE

d’ol I’on déduit aisément que :

Soitn € N* et x € R. Notons d’

¥k

e partielle n’est pas@co‘fncidence, et
) - Sy (LE) &

C’est ici en deman que nous avons :

dont la ressemblanc
intéressons-nous il

égalité dont le right hand side ressemble a
prés que le rang de départ y est passé de zéro

a celui de la récente (1) a cela

On démontre alors mutatis mutandis — lecteur a toi 'honneur ! — que :
+oc n
No(p— 5n) < M'Z Ak = MI’YTY
k=n
d’ou il ressort par squeeze que :

NU(‘P - Sn) — 0

n—+oc
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le réel 4 n’ayant toujours pas tourné casaque. Nous remercierons beaucoup ce résultat
plus tard !

22.a. Soitn € N,z € Ret h € R*. Nous avons par définition :

lent1(@ + k) — onga ()] = [A||®(pn) (@ + h) — B(pn)(z)|

et il suffit alors de ressortir, clefs en main, les conclusions de la question 9.c.

b. Soit a nouveau x € R et h € R*. La linéarité de la sommation assure tout d'
que :

+oo
p@+h)—p@) = (en(z+h) — ¢u())
n=0
et nous laissons au lecteur le soin de s’ assurer absolument que la triang le
a telle enseigne que :

+oo
(@ + ) = (@)| < Y |enla +h) — @

CORRIGE

oublié la convergen la série :

>N

nz0

question a pour reve xactement ce qui nous est demandé.

tion 9.d, nous avo que :

h
|_2.l an |h) ——=1
h#0
que, continuité de f obl
Hla)—>1

Selon les généreux théoremes généraux, force est désormais de constater(*) que :

+o0
I\l (% 111,(1 + h,lz) + 7 Arctan |h|) Z No(en) + flz + 1) — f(2) i

n=0 h#0

(*) Comme dirait Claire !
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et du coup par squeeze :
p(x+h) —ple) —0

h#0

La fonction ¢ est donc, par définition, continue en x, et comme cela vaut pour fous les
réels x...

I Les questions 21 et 22.c montre qu’in fine :
pEe Eo

et nous ne 1’oublierons pas, surtout quelques lignes plus bas. ..

23. Le texte parle d’un entier naturel n et s’intéresse ensuite a la somme :

CORRIGE

n+1

Z Pl
k=0

Cela nous semble assez curieux et pour le moins inesthétique — faute de fr.

la derniére égalité
ainsi gentiment mi

puisque, depuis Nnous savons que g 3 it alors immédiatement
s’ensuivre que :

est convergente depuis la question 19 ;

— une célebre condition nécessaire de convergence sérielle assure que son terme
général se doit de tendre vers zéro. So...

b. Soit a nouveau n € N*. Nous conservons ’ami S,, et comme nous avons eu supra
I'excellente idée de signaler I'appartenance a Ej de la fonction (), nous pouvons écrire :

(1d—A®)(¢) — f = (Id=A®)(Sn) — f + AB(Sn — )

(*) Au risque de radoter, il est totalement interdit d’appliquer % 4 une fonction qui n"appartient pas a fg.
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la linéarité d’une certaine ® ayant eu, quelque part, son pesant d’arachide. Les propriétés
iii et iv de la norme Ny permettent alors d’en déduire que :

No[(14=20)(¢) = £] < No[(14=X8)(S,) = f] + AINo ((S, — )
inégalité que la question 8 transforme avantageusement et transitivement en :
2
0< No[(14-28)(¢) — ] < No[(1d=2&)(S.) = £] + N No(Sn = )

la positivité habilement ajoutée a gauche n’étant que bien normale ! Oui mais
vient d’étre récemment dit que :

No[(1d-2®)(S.) - 1 ——0

et la fracassante remarque faite a la fin de la question 21 nous a appris

sque n ni ce qui
w—ﬂ=0
formelle. Nous oir :
F=0 ie () (o) D

( — bmus acceptons la fonction
la 19 — et nous ven, almn de lui trouver un antécédent

No(S.

On peut alors passer a la limit
semble définitivement donn

La propriété i

g d —A®. Cette derniére vient donc

Q-

et & la lumiére des questions 18 et 23.5, I'application Id — AP serait bijective. Oui mais
voila, nous avons :

Le réel p n’étant pas nul nous
providentiellement A — vérifierait :

- puld = %()@—Id]
et & — p 1d n’est justement pas bijective. So...
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