CORRIGE

Par Serge Lucas, professeur en CPGE au lycée Les Bruyeres, a
Sotteville-les-Rouen.

EXERCICE 1
‘W
1. Par définition des suites (u, )nEN et (v, )KN, il vient : (6]
1 1 1 or
U= (U +ve) =5 (0+1) =2 E
1 11 13 3
vi=—(u+vy)=2| z+l|=2Z== O
2 212 22 4 O
wy = Loy v = L1 3) 158
ot Yol 4) 2408
v =l(u +V)=l(§+§]=l.ﬂ=ﬂ
ot olg 4) 28 16

valeur de n entrée par |'utilisateur :

2. Le script Scilab suivant est complété afin de permettre de déterminer u, et v, po%t

3.a. On a, pour tout entier

Donc la suite (w, ) _. est une suite géométrique de
n-1

c.(i) Pour tout entier naturel non nul n, ZWk est la somme des n premiers termes de la
k=0

P . 1
suite géométrique (w, )nEN , de raison 7 doncona:

(1Y (1Y
:z;wkzwo.@:(vo_uo)_l (34) =i(1_(ljnj
4

3 4

(ii) D’apres la question 3.a et par linéarité¢ de la somme, on a, pour tout entier naturel non nul
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n-1 n-1 n-1
Zwk = Zz(um — Uy ) = ZZ(uku _uk)
k=0 k=0 k=0

Cette somme est une somme télescopique, qui se simplifie ainsi :

zg(“‘“‘_“k):z(“"_%+%‘ﬁn\a+"'+ﬁx—)‘(+%—uo)=2(un—uo):zun

11 vient donc, d’apres la question précédente, pour tout entier naturel non nul n :

SDOXE S LRt

(iii)Sin=0,o0na:
2f (1Y) 2
Zl1-|=| |=2(1-1)=0=u
3 ( (4] ] 3 (1-1) ’
Donc I’expression précédente reste valide pour n=0.
d. Puisque —1< % <1,il vient :
lim (lj =0
n>+o\ 4
1l résulte des deux derniéres questions que ite (u, )“EN converge ct ;

e. Par définition de la suite

Puisque (wn)

nel

limt, =0

n—+o

Compte tenu-de la question 3.d, on a :

lim t, =0 < lim %(a—un):OQa: lim u,, <:>(x:§

n—>+0 n—>+o0
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Réciproquement, si o = % , on a, pour tout entier naturel n :
9 912 2 1y 9 2(1Y) 3(1Y
tn:—(a—un):— R [ =" = == =
8 813 3 4 8 3\4 414
- " 1y e . 1 . .
La série de terme général ] est la série géométrique de raison 7 qui converge puisque

-1< " <1, donc, par linéarité, la série de terme général t, converge.

9
Donc I'unique réel o pour lequel la série de terme général t = E(a—u“), avec neN,

CORRIGE

2
est convergente est oL = E .

. 2 . . - .
b. Puisque o = 3’ on a, d’aprés la question précédente, pour tout entier naturel n :

=
44
On a bien, pour tout entier naturel n :
i0

t >0

n

Et, vu la convergence de la série de terme gé ignalée dans |

précédente, et la formule pour calculer sa so

5.a. Puisque X(Q)=N etq

On a, pour tout entier natur

P([Y=n])=P([X+1=
en posant p = %

Donc Y suit la loi géom

11 en résulte, par linéarité de I’esperance et propriété de la variance, que :
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E(X)=E(Y-1)= E(Y)—l=%—l=% et V(X)=V(Y-1)=1V(Y)=V(Y)=

o | &

EXERCICE 2

1.a. Les calculs donnent :
-1 -1 -1)(-1 -1 -1 0 0 1
M’=MM=|1 0 01 0 O|=[-1 -1 -1

o 1 o)to 1 o0 1 0 0
Puis :
0 0 1Y)O0 0 1 1 00
M'=M’M’=|-1 -1 -1||-1 -1 -1|=|0 1 0|=I
1 0 O0o)l1 0 O 00 1

b. L’égalit¢ M* =1 peut encore s’écrire :

MM’ =1 Q
Elle assure que M est inversible et que :

M—l — MJ
c. Le script Scilab suivant est complété afin de permettre de saisir M, de % "et
d’afficher les deux matrices M et M™" :

2.a.0na:

Cette derniére matrice est triangulaire sans zéro sur sa diagonale, donc la matrice M -1 est
inversible.

b. En développant et en utilisant la question 1.a, on obtient, en notant 0 la matrice nulle
d’ordre 3 :
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(M=T)(M*+M* +M+T)=M*+ M’ + M’ +M-M’~M’ ~-M-I=M*-1=0
D’aprés la question 2.a, la matrice M —1 est inversible ; on obtient donc, en multipliant a
gauche par (M—I)fl:

(M=1)(M* +M* +M+1)=0=> (M=1) " (M=I)(M’+ M* + M +1)=(M-1) "0

SM+M +M+I=0
c. Les calculs donnent :
0 0 1)-1 -1 -1 0 1 0
M =MM==|-1 -1 1|1 0 O0|=0 0 1

Puis :

0 1 0 0 0 1 -1 -1 -1) (1
M +M?*+M+I=/ 0 0 1 |+[-1 =1 =I|+| 1 0 0 |+]0
0

-1 -1 -1 1 0 0 0o 1 0
=0
Ainsi a-t-on retrouvé le résultat de la question 2.b.
3.a. En développant, on trouve : w

CORRIGE

(x+1)(x2+l):x3+x+x2+1=

On sait, d’apres la question 2.b, que :
M’ + M’ + v
Donc le polynéme x* +x”+x+1 est un pol
Les valeurs propres possibles de M son me x° +x*+
développement précédent, et puisqu f
X’ +x>+x+1= Sx+l=0x==
Donc M posséde au plus une

b. Les calculs donnent :

MU

0
de M, associé a la

Puisque U#| 0 |, I’égali ssure que U est un ur proy
0
valeur propre —1.
Donc, d’aprés la ques écé , il en résult e eéde une unique valeur
propre, qui est —1.

4.a.0na:
-y+z -y -y +z -y X -y
XM +yM+zl=xM* +yM+zT < | —x+y —x+z =|x+y —x+z —x
X y X y z

https://vertuprepas.com/

W
-
o
0
0
|
0
r4
I
0
T

|_

ANNALES CCIR 2019-2020 1 371



https://vertuprepas.com/

-y+z = -y +z
-y = -y
X-y = X-Y
-X+y = —-X+Yy
Si-x+z = X +7
1] -X = —x
0 X = X
i y o=
o y o= oz
) -
O @y =
z = Z

Ona bien montré que si xM* +yM+zI =xM?+yM+zT, alors X=X , y = y/
b. Montrons par récurrence la propriété P,, définie pour tout entier naturel n,

il existe un unique triplet de réels (a,,b,,c,) tels que M" =a M’ +
Initialisation :
P, est vraie carona:

Par unicité d’une telle décompositi
M’=a

Heérédité :

On suppose P, vraie,

"—a M’+b M+c 1.

n+l n+l n+l

il existe un

lication des matrices :
*+ce,M

On a, d’apres currence et par définiti

= (anM2 +b,M+c,

0 d’aprés la questio
M-1)+b,M’ +c,

Par unicité question 4.a,on a:
n+l = bn - a'n
e
nel = Ta,

Ceci assure que P, est vraie.
D’apres le principe de récurrence, on peul
un unique triplet de réels (a,,b,,c,

re que, pour tout entier naturel n, il existe
tels que M"=a,M’+b M+c,I avec

(ay,by5¢,)=(0,0,1) et, pour tout entier naturel n :
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a = b —a

n+l n n
b||+1 = cn - an
Cop = 4,

5. D’apres les relations trouvées a la question 4.b, le script Scilab suivant est complété afin
qu’il calcule et affiche a, pour une valeur de n entrée par I’utilisateur :

n=input(‘entrez la valeur de n:')

a=0

b=0

c=1

for k=1:n
u=a
a=b-a
b=c-u
c=-u

end

disp(a)

CORRIGE

EXERCICE 3

1.a. I fait beau le jour 1, donc :
u, =P(B

b. S’il fait beau un jour donné, la probabi

donc :

S’il fait mauvais un jour do il fasse mauvais le le n est égale a 3

donc :

_3

2.a. D’apres la formul systéme complet

d’événements {B“,B_n} 1

u,, :%u“ +%(1—u

¢. D’apres la question précédente, la suite (u, )HEN. est une suite arithmético-géométrique ;

n

cherchons son point fixe x :

x=lx+§<:>5x=x+3<:>4x=3c>x=%
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Posons, pour tout entier naturel non nul n :

On a, pour tout entier naturel non nul n :
3 1 3 3 1 31 3) 1
Wn+]:un+l__:_un+___:_un__:_ un__ =_‘Vﬂ
4 5 5 45 20 5 4) 5

Donc la suite (w“) est une suite géométrique de raison 3 donc on a, pour tout entier

neN’

naturel non nul n :

acR G ORG H ROl

On a, pour tout entier naturel non nul n :

CORRIGE

Wn=un—z©un=wn+—

Donc il vient, pour tout entier naturel non nul n :

1(1)““ 3
u=—|-| +=
4\s 4

d. Puisque —1< % <1,1il vient :

1l en résulte que :

3 Q

+= (=~

Ce résultat signifi nombre de jours, u environ trois jours
sur quatre.

3.a. D’apres

d’événements

(ﬁ):P(Bn)PB“(

P(B,)(1-P, (B

n+l

=X,K

n

Xn+l =(un+l Vn+1)=(%un +_vn _un +%vn)=(un Vn)

Lnlw uls
wN | —

Donc la matrice carrée K, indépendante de n, qui vérifie la relation suivante :
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vneN X, =XK
est la matrice :
41
K= 55
3 2
55
¢. Montrons par récurrence la propriété P,, définie pour tout entier naturel n', par : ‘wl
Xy =X K" (—5
Initialisation : 1
P, est vraie carona: 14
XK' =X1=X, 0
Hérédité : @)
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, ¢’est-a-dire :

Xn+1 = )(II<n

On montre que P, est vraie, c’est-a-dire :

n

X,., = X,K"! Q
On a, d’apres la question précédente et 1’hypothese de récurrence : w

X =X, K=XK'K =

Ceci assure que P, est vraie.

D’apreés le principe de récurrence, on peut concl our tout entier naturel
d. Posons, pour tout entier naturel n :

rnaturel n :

g (un+l Vn+1 ) = (a'n

On a, d’apres la question préc

Xn+l = )(ll(n < (un+1 Va

11 vient donc, d’apres la que;

Et:

Or on a, d’apres la question 2.c :
(1Y 3 1.3 16 4

u,=—|=| +>=—+>=—=—ct
4\5 4 20 4 20 5

11 vient donc, pour tout entier naturel n :

v, =

! L’énoncé précisait que n était non nul, mais cela est inutile ; sinon, initialiser a la valeur 1.
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. 4 1)(a, b,
X, =XK <:>(un+2 Vn+2):[§ g][c d]

C>(un-v»z Vn+2)=(%an+%cn ibn +ldnJ

gan +%Cn =un+2
4 1

gbn +gdn = Vi

C, = 5un+2 _4an
14, =5(1-u,.,)-4b,

AT

On a donc, po

4. Le script Sté 1 nombre de jours de beau temps
lors des 10 éri c compris le premier :

n=100-sum(
disp(n,'le no

5.a. On a, pour tout entier naturel non nul n :
P(U,)=P(B,nB,Nn---NB,)
La formule des probabilités composées donne alors, pour tout entier naturel non nul n :
P(U,)=P(B,)P, (B,)...P 5. s, (B,)=P(B,)P; (B,)...P,_(B,)
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_ 44 i_(ij""
55 5 5
55 5

n-1 fois
b. V, est I’événement : « il ne fait jamais beau lors des n premiers jours de la période

considérée, sauf le premier jour ».
On a, pour tout entier naturel non nul n :

P(\Z):P(Bl mB_zm---mB_n)
La fcimule des probab_ilités comﬁ)sées donne alors, pour tout entier riturel non nuln: .
P(Vﬂ): P(B,)P, (BZ)PBWBT (BJ...PBWBTNHQ(B") =P(B,)P, (BZ)PE (B3)...P$ (Bn)

_1.1.33...3_1(3)“
555 5 5\5
55 5

n-2 fois

CORRIGE

11 vient donc, pour tout entier naturel non nul n :

P(V,)=1-P(V,)= 1—§(EJH

EXERCICE 4

¢.Ona:

=XILIEU(1_1+X2):
11}100(1+x2)=+

00
Donc J.Omf (t)dt conve :
R .
Jy T(0de= lim
f est continue sur ]—oo, 0[ comme fonction nulle, et con sur [0,+oo[ comme fonction

rationnelle de dénominateur non nul.
f, étant continue sur [0,-+0[, admet une limite finie en 0° ; elle a également une limite finie

en 0 car:
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lim f (t) = lim 0 = 0

=07 t—=>0"
Donc f est continue par morceaux sur R .
f est positive sur R car:

2 520 sit>0
f(t)=1(1+¢")

0>0 sit<0

0
Puisque f est nulle sur [-o0,0[ , Lo f(t)dt converge, etona:
0
[ f(t)a=0
1l en résulte que J.mf (t)dt converge et que, d’apres le début de cette question :
[Te(0de=[" £(t)de+ [ f(t)dt=0+1=1
Donc f est une densité de probabilité.

2. La fonction de répartition F de X est définie par, pour tout réel x :

F(x)=[" f(t)dt

11 vient donc, pour tout réel strictement négatif x :

Et, pour tout réel positif ou nul x :

o]

Ainsi a-t-on, pour t

3.2.On a, po

. X
Puisque Y = =
q 1+X?

Y(@)=Q(X(2))= Q([0.+<[) = | Q(0). lim Q(x)| =[0,1]
b. Pour tout réel y de [0,1[ ,ona:
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Puisque y appartient a [0,1[ ,ona:
Y 50
l-y

Puisque X(Q) =R, ,onaenfin:

=R,

e BRI
el g

1
Ainsi a-t-on, pour tout réel y de [0,1] :

Puisque Y(Q) = [O,l[ , on a, pour to

Et pour tout réel x supérieur o

Al
Ainsi G est-elle définie sur
siy<0 Q
siy € [0, 1[
1 siy2l

d’une variable alé
’intervalle [0,1]

On reconnait la fonction
[0,1], donc Y suit la loi

c.Ona:
2

y=2= ;e Y(1X) =X & Y+YX =X] oY =(1-Y)X?
1+X
Puisque Y(Q) = [0,1[ et X(Q) =R, ,il vient :
2
y=2 2<:>Y=(1—Y)X2@X2=l<:>x= s
1+X 1- 1-Y

Ainsi a-t-on vérifié que :
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x=| Y
1-Y

A TI'aide de la commande rand( ), le script Scilab suivant est complété afin qu’il simule la
variable aléatoire X :

Y=rand()
X=sqrt(Y/(1-Y))

4.a. On a, pour tout réel strictement positif x fixé :
1 P([X<x+h]n[X>x]) 1 P([x <X <x+h])

T, (x) =%-P[X>X] ((X<x+h])=

h P([X>x]) “h P(X>x])
_1‘P([x<XSx+h])_ 1 .F(X+h)—F(X)
“ho 1-P([Xs=]) 1-F(x) h

Puisque F est dérivable sur R etque F =f ,ona:

tim POZE) g ()~ x)

h—0

On a donc, pour tout réel strictement positif x fixé :
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