CORRIGE

Par Bernard Delacampagne, professeur de mathématiques au lycée
Madeleine-Michelis, a Amiens.

EXERCICE 1

1.a. Avec les notations de 1’énoncé, les matrices de £ vérifient ad —bc =0, donc les matri

de & ne sont pas inversibles.

1 1
b. Pour la matrice ( ’ J ,ona:

CORRIGE

a+d=1-1=0 et ad—bc=1(—1)—1(—1)=0
1 -1
Pour la matrice [1 J, ona:
a+d=1-1=0 et ad—bc=1(—1)—(—l)1=0

1 1 1 -1
Donc les matrices [ ) lj et ( ppartiennent a £.

1
c.Ona:

. (2
La matrice
0

La matrice ntpasa &, carona:
a+d=2+2=4,do

Ainsi, la s uit de deux matrice ennent pas nécessairement
ack.
d.Ona

ME_[(2 P ab+bd

c d c+d’

Puisqu & ona

ab+bd=b{a+d)=b-0=0
ac+cd=c(a+d)=c-0=0
be+d® =ad+d’ =d(a+d)=d.0=0
Ainsi vient-il, en notant 0 la matrice carrée nulle d’ordre 2 :
M’ =0
On en déduit donc, pour tout entier n > 2, que :
Mn — MZMn—Z — OMn72 - 0

2.a. Pour la matrice A, on a :

ad—bc=1-5-2(-2)=9
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Puisque ad —bc # 0, A est inversible.

b.Ona:
1 2 1 0 -2 2
K=A-3I= -3 =
5 o6 )3 3

Pour la matrice K, on a :
a+d=-2+2=0 et ad—bc=(-2)2-2(-2)=0

Donc la matrice K appartient a £.
c.(i) Puisque K =A-3I, on a, pour tout entier naturel n :
A" =(K+31)"
Puisque A et 31 commutent pour la multiplication des matrices, la formule du bindme de

Newton s’applique et donne :
n X n n—| [ n
A" =(K+3I) :Z BT =Yy 3| K v
k k
Puisque K appartient a £, on a, d’apres la question 1.d, pour tout entier k>2 :

k=0 =0
K'=
11 vient donc, pour tout entier naturel n non nul : w

1
A":Z:y‘*k Mle s ™ ke + —3'T+3"'nK
7k 0

Le résultat précédent reste vrai si n =0, car : Q
0

(@fe)-1:1c] S

31+

On a donc, pour tout entier naturel
(i) II résulte de la question précé out entier naturel
3" —2n3""
A" =3'1+3"'1K -
-2 2 —2n3"" " +2n3""

3.a. On a, d’apres la ques
aussi rapide :

en remplagant n par 2 ar un ul direct, tout

: -12 21 &
10 12420
+ﬁ
2 5) "o —20c 21+50+p)
—Q

21+5a+pB=0 Bp=-21-50=

Ainsi a-t-on montré Pexistence d’un unique couple a, = —6 9 pour lequel

11 vient donc :

A’ +oA+PI=0 <

A” + oA +PT est la matrice nulle.
b. On a, d’apres la question précédente :
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A*—6A+91=0 6A—A’ :9I<:>A(6I—A):9I©A[—I—%AJ=I

La derniére égalité ci-dessus assure que A est inversible et que A™ = %I - % A

c. Puisque K = A —3I, il vient, d’aprés la question précédente :
A~ =£I—1A =EI—1(K+3I)=EI—1K—11=11—1K
39 39 39 33 9
La fin de cette question semble hors-programme, puisqu’elle utilise des puissances négati
de matrices ; en voila néanmoins une solution possible :

Lorsque neZ',ona:

A" =(A’1)7n = lI—lK _n,avec neN
3 9

. 1 1 T .
Puisque EI et EK commutent pour la multiplication des matrices, la formule du b de
Newton s’applique et donne :
-n n —n-k k n
A= Lok =Z nLy Ll = n
39 k J\3
k=0 k=0
Puisque K appartient a £, on a toujours,
1l vient donc, pour tout n € Z":
1
"T1+n3""'nK
Ainsi la formule \ core valable pour tout
neZ
4.a.D
Donc le po
3 estlase tité remarquable :
Puisque t e annulateur de A, la seule valeur
propre
b. Cher J telles que AX=3X;ona:
1 2 3x =2x+2y = 0
X< =3 =4 oSx=y
-2 5Ny = 3y -5x+5y = 0

1
(J est par exemple une matrice non ¢érifiant AX =3X, donc 3 est effectivement

valeur propre de A, et I’ensemble des vecteurs propres associés a cette valeur propre 3

v i
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EXERCICE 2

1.a. On a, par définition de I, :

. e & 1 e-1
I,=| tdt=| = | ==——-==
! L [21 2 2 2

b. On a, comme produit de nombres positifs ou nuls sur [1, e] :
vte[Le] t(lnt) =0

Il en résulte, par positivité de ’intégrale d’une fonction positive sur le segment [l,e] que,

pour tout entier naturel n, on a :
1,20
c. Par définition de 1, et par linéarité de I’intégrale, on a, pour tout entier naturel n :

Lo =1 = [ t(ne)™ e[ e(n ) de= [ ()" = t(ne)" Jat= [ e(Ine)" (ne-1)t
On a, puisque t(lnt)n >0 et Int—1<0 sur [l,e] :
vie[Le] t(lnt)"(Int-1)<0
11 vient donc, par négativité de I’intégrale d’une fonction négative sur le segment [l,e
Ceci prouve que la suite (T,) . est décroissa
La suite (I, )nZO est décroissante, minorée la question 1.b, donc I
la convergence monotone assure que .
=nuu"", on obtient, po te[l,e]:
(lnt)ll

'c)n E (n+1)—

(@fe)-1:1c] S

2.a. Compte-tenu de la form

t
er naturel n

= [ t(ny)
n par parties, en pos t réel t de [l,e] :
o @ tt)

b. Par définitionde I, o

Calculons I, al’aide

u(t)

V'(t

u, v, u et v étant continues sur [1,e], il vient :

¢ n+ 1 n+l (lnt)n 1
I.,=| t(nt ldt:[—tz Int 1 2 dt
= [ tmey = Sy et
:lez_n_ﬂjet(lnt)“dtzle2_n_ﬂln
2 2 2 2

Ainsi a-t-on, aprés multiplication par 2 de cette ¢galité, pour tout entier naturel n :
2, +(n+ 1)1, =¢* (%)

n+1
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c. En donnant a n la valeur 0 dans I’¢galité (*) de la question précédente, on a :
21 +1,=¢’

Compte-tenu de la valeur de I; calculée a la question 1.a, il vient :

Il :l( 2_10)21[62_e2_1j=e2+1

2 2 2 4
d. Puisque la suite (I, )nzo est décroissante, on a, pour tout entier naturel n :
I

<I

n+l = “n

11 résulte de la relation (*) qu’on a, pour tout entier naturel n :
20, +(n+D)1, =(n+3)1,, <21, +(n+1)1, =¢* <2I, +(n+1)1, =(n+3)I,
L’inégalité de droite donne, pour tout entier naturel n :
2
€ <1,
n+3
L’inégalité de gauche donne, pour tout entier naturel n : Q
2

CORRIGE

(S

I.,<
n+l n+ 3
Et donc, en remplagant n par n—1, pour tout entier naturel n :

Ainsi a-t-on établi, pour tout en

| : SIQ
e.Ona:
(S e

En multip on obtient, pour tout entier
naturel n :

Ona:
R ne’
uis, de méme, lim =e
no+o 4 2
L’enc ¢ adrement assurent que la suite (nl, )M

converge et que :

f. On sait que :

En utilisant la relation (*) , on obtient, pour tout entier naturel k :
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e’ —(k+1)I,

Ik-v»l = 2
Donc, pour tout entier naturel k non nul :
L= e’ —kI,_,
‘ 2

On peut alors completer le script Scilab, afin qu’il calcule et affiche I, pour une valeur de n
entrée par I’utilisateur, de la maniére suivante :

n=input('donner une valeur a n:")
I=(exp(2)-1)/2
for k=1:n
I=(exp(2)-k*I)/2
end
disp(l)

3.a. Rappelons I’encadrement obtenu a la question 2.d, pour tout entier naturel n :
2 2
€ <1 <-°
n+3 n+2

En remplagant n par n+1 dans cet encadrement, et en le multipliant par 2, il vient :
2¢’

b. D’aprés la relation (*) a, pour tout entier n
nl,)=n(2I,,+1,)

n 3.a par n, on obtien

n+l

En multipliant I’encadre

=n(2l,, +1
Ona:
2 2
. n(3n+10)e C e n(3n+7)e 3
n—>+«>(n+3)(n+4) +°°(n+2)(n+3)
L’encadrement préc coreme d’enc, ent quela suite (wn )n20

converge et que :
lim w, =
n—+w

4. Montrons par récurrence la propriété P, définie pour tout entier naturel n, par :

~1)"n! Zﬂ )
In:w e’ ﬂ_l
A k!

k=0
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Initialisation :
P, est vraie car on a, d’apres la question 1.a :

R e G e

k=0

Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, ¢’est-a-dire :

-0 LR (-2)
RECIRL R o
2" k!
k=0
On montre que P, est vraie, c’est-a-dire :

_ n+l | uka
In+1:( 1) 2ngl+l) ez E

k=0

On a, d’aprés la relation (*) et I’hypothése de récurrence :

2n+2

Ceci ass vraie.

D’apres écurrence, on peu ue, pour tout entier naturel n, ona:

1.a. A I’issue de la premiére expérience, |’urne contient une boule rouge si on a tiré une boule
blanche (remise avec une boule blanche supplémentaire), et deux boules rouges, si on a tiré
une boule rouge (remise avec une boule rouge supplémentaire), donc on a bien :

X,(Q)=[1.2]

https://vertuprepas.com/
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Ona:
1 1
P([X, =1])= P(B,):E et P([X,=2])=P(R,) =5
Donc X, suit la loi uniforme sur [[1,2].
11 en résulte, d’apres les formules du cours appliquées avec n=2, que :
n+l 3 -1 3 1
E(X, )=—=—¢ct V(X,)= ==
(‘)22 (X)) 12 12 4
b. L’événement [X2 = 1] est réalisé si on a tiré deux boules blanches lors des deux premiers

tirages, donc on a :
[X,=1]=B,NB,

L’événement [X, =2] est réalisé¢ si on a tiré une boule blanche et une boule rouge lors des

(@fe)-1:1c] S

deux premiers tirages, donc on a :
[X,=2]=(R,nB,)u(B,NR,)
L’événement [X2 :3] est réalisé si on a tiré deux boules rouges lors des deux premi
tirages, donc on a :
[X,=3]=R,NR,
c. D’apres la question précédente, tous les cas de tirages de deux boules ayant été enVisagé
ona:

Ona:
Et:

Il en résulte, puisque X, (

P([X,
Donc X, suit la loi unifi
11 en résulte, d’apres les

E

2.a. Puisque X, <X,,

En utilisant les lois marginales de X, et de X, . on en déduit successivement que :
1 1

P([X, =1]n[X, =1]) =370=3

1 1

(X, =[x, =3)) = 1-0=1
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P(X,=1]n[X, =2)) =3 -5 -0=7
P([X,=2]n[X,=2)) =3 -1

La loi conjointe du couple (Xlst) est donc donnée par le tableau :

X
S| 3 |rx=N)
1 1 1
! 306" 2
1 1 1
2 Ylel3] 2
1 1 1
P([X, =vy]) 31313

b.Ona:
cov(X,,X,)=E(XX,)-E(X,)E(X;)
On a déja vu, aux questions l.a et 1.c que :

Ona:

11 vient donc

3.a. Pour 1, ’événement [Xn

de chac donc on a, pour to

b. D’ap SGE abilités composées, il vient :
1 PBl (BZ ) . PBlman...an,l (Bn)

De méme, pour tout entier n>1, I’évén t [Xn :n+l] est réalisé si on tire une boule
rouge lors des n tirages, donc on a, pour tout entier n>1 :
[X,=n+1]=R, "R, N...NR,
Puis :
P([X, =n+1])=P(R, "R, N...AR,)=P(R)P, (R,)...P (R,)

"t TRINR MR,
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13/ A 1

E 3 / n+1=n+1

4.a. Pour tout entier ke[2,n+1], B, _ ([X,.; =K]) est la probabilité de tirer une boule

rouge dans une urne contenant k—1 boules rouges et n+2 boules (les deux initiales et n
boules rajoutées), donc :
k-1
Ruacnl(% =)= 52
Pour tout entier k €[2,n+1], P[X“:k]([Xn+1 :k]) est la probabilit¢ de tirer une boule
blanche dans une urne contenant k boules rouges, n+2 boules (les deux initiales et n boules
rajoutées), et donc n+2—k boules blanches ; ainsi :

P[X'-=k] ([Xn+1 = k]) =

b. Pour tout k €[2,n+1], I’événement [X

(@fe)-1:1c] S

n+2-k
n+2
=k] est réalisé si et seulement si 1I’événeme;

n+l
[X, =k] ou I’événement [X, =k—1] est réalisé¢ ; il vient donc, par incompatibilité, p,
tout k e[[2,n+1] :

P([X,, =k])=P(([X,., =k]n[X, =k])u
=P([X,., =k]n[X, =k
=P([X, =k])Py _
_n+2-k P

n+2
¢. Montrons par récurrence la pro
Xl’l
Initialisation :
P, est vraie car, d’apres la

Hérédité :
On suppose P, vraie, po

On montre que P, est

On sait, d’apres la que:

s

D’apres la question précédente, et I’hypothese de

2-k k-1
P([X, =) =[x, =K]) e (X, 2
_n+2-k+k-1 n+l 1

- (n+2)(n+1) - (n+2)(n+1) Cn+2
Ceci assure que P, est vraie.
D’apres le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout entier n>1, la variable
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aléatoire X, suit la loi discréte uniforme sur [1,n+1].

5. Le programme Scilab est complété comme suit, afin qu’il simule une réalisation de la
variable X ou I’entier n est entré au clavier.

n=input(‘donner une valeur a n:')

r=1;b=1

for k=1:n
if rand()<r/(r+b) then r=r+1

else b=b+1

end

end

X=r

disp(x)

6.a. Si on échange la couleur des boules, I’expérience est inchangée, et Y,
les variables aléatoires X, et Y, sont de méme loi.
b. Pour tout entier n>1, X +Y, est le nombre de boules contenues d

avec a<0 , le coefficient de
,vaut :
EXERCICE
iable aléatoire qui s ntielle de paramétre A, les

)=1
A

Puisque Y, s’écrit sou

n

corrélation linéaire

1.a. Puisq
formules

La form uygens s’écrit :

)

()2

2.a. f est continue sur ]-%,0[ comme fonction constante nulle, et continue sur [0,+oo]
comme produit et composée de fonctions qui le sont ; de plus, f est continue en 0 car :
limf(x)=1lim 0=0=f(0
x>0~ ( ) x—>-1" ( )

Donc f est continue surR .
fest positive ou nulle sur R, carona:
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(x) AMxe™ >0 six>0
X)=

00 six <0
Sous réserve de convergence, on a :

e (x)dx = axg(x)dx
Puisque, d'aprés la question 1, E(Z)=[" xg(x)dx existe et vaut % par linéarité de
Pintégrale, [ f(x)dx converge etona:
[7f(x)dx =] xg(x)dx = 1E(Z) = x-% =1

Ainsi f est bien une densité de probabilité.
b. Sous réserve de convergence, 1’espérance de la variable aléatoire U est :

E(U) :J::oxf(x)dx = J'::hng(x)dx

(@fe)-1:1c] S

: PO : 2 2 . 2 s g
Puisque, d’apres la question 1, E(Z )=J' X g(x)dx existe et vaut e par linéarité

I’intégrale, E(U) existe, etona:
E(U)=2["xg(x)dx =1E( 2 %

A
3.a. Pour tout réel A >0, calculons J.o x’el aide d’une intégration p @

posant, pour tout réel x de [O,A] :

U(X

1
A
u, v, u et v étant continu ]
A
I x’e ™™ dx = ! = El * dx
0 A
b. On a, d’apres la questi
3 2
Et:

Car :

X

. . W€
lim AA =+o0 et lim — =+ (¢
A+ X400 ¥

11 en résulte de la question précédente que :

A 3 A
lim | x’¢™dx= lim —A—e’lA +E x%e ™ dx |= %
A—>+0 o A—tn A s o A

e comparée)
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Ceci prouve que L:w x’e ™ dx converge et que :
L:w e dx= )%
Sous réserve d’existence, on a :
E(Uz) = I:Oxzf(x)dx = ijfg(x)dx
Ona:

[" axg(x)ax =" 0dx =0
Et, d’apres le calcul de I’intégrale précédente :
+00 +o0 i +o0 _ 6 6
_[0 }\,XSg(X)dX = IO AxleMdx = XZJ.O x’e Mdx =\ ST
Il en résulte que E (UZ) existe et que :
E(UZ) = .[j;A.XSg(X)dX‘FI(:m}\.X}g(X)dX = ;%

Puisque E(UZ) existe, la variance de U existe.

c. La formule de Koenig-Huygens s’écrit : Q
Soit encore, compte-tenu de la questi ecé et de la question
4.a.Si x<0,ona:

Si x>0, on

CORRIGE

Calculons

[O,X] :

11 vient donc :

F(X) =2 [_%e*hx _%ef’»" + dxe M —e ™™ 4= 1_(1 +7\4X)ei)"x
Ainsi a-t-on montré que :
— Ax e
vxeR F(x)={1 (1+2x)e STXZO
0 six<0
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b. D’apres la question 2.b, ona :

|U—E(U)|5E(U)©‘U—x

On a donc I’égalité :

Compte-tenu de la question 4.a, il vient :
4

p([u-E(U}=EW)]) =¥ £ ]-F) 1[0

Puisque e' ~ 54,6, il vient :

(@fe)-1:1c] S

1-5¢* zl—%>l—0,l=0,9

>

Car:
5 5
— < —_— ,
54,6 50
Ainsi a-t-on montré que :
P([Ju-E(U)

5.a. Par définition de U_" et par linéarité

Puisque les variables aléat
2.b, il vient :

es la méme loi que U, et d’apr uestion

(U)=E(U)=A=2a
Posons alors :
~U,
2

Par linéarité de 1’espér:

Ainsi W, = %U_n es

b. Par définition de W, , de U_n et par propriété de

1—) 1 = 1 (1<
W )= — == =— -
V(W,) V(zUn) 4V(Un) 4V[nk:1

Puisque les variables aléatoires U, suivent toutes la méme loi que U et sont indépendantes, et
d’aprés la question 3.c, il vient :
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V(W, )=L > V(U )=L N V(U)zL.nV(U)zL (U)zi.i_a_z
Yot VY 4n’ 4n 4n 2° 2n
1l en résulte que :
2
lim V(W,)= lim 2—=0
n—>+w n—+0 2
c. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet d’écrire, pour tout € >0, que :

W)

P([|W, —E(W,)[z¢])< MUA

82
Compte-tenu de la question 5.a, il vient :
V(W,)
0<P(| (W, —a|> < u
(|:| n al g]) 82

Compte-tenu de la question 5.b, on a :

CORRIGE

1imL‘iv")=0= lim 0

n—>+o0 € n—>+o0

L’encadrement précédent et le théoréeme d’encadrement assurent @ e

(r(C

W, —a|> a])) | converge et que :

> Ve>0 lim P([|Wn—a|28])=0 w
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