CORRIGE

Par Bernard Delacampagne, professeur de mathématiques au lycée Madeleine-
Michelis a Amiens.

EXERCICE 1

l.a. Par définition d’une intégrale, et puisque G est une primitive de g sur R", on 0
tout réel strictement positif x :

f(x)=£x%‘dt=leg(t)dt=[G(t)]j -G(x)-G(1)

b. G étant une primitive de g sur R, G est dérivable sur R’ etona:
G-=g

D’apres I’expression de f (x) trouvée a la question l.a, f est dérivable , comme
différence de la fonction dérivable G et de la fonction constante x > , démival ur ]Ri s
de dérivée nulle, et on a donc, pour to strictement positif x :

1)-G(1)=0

CORRIGE

1, on a, par croiss

onction exponentielle sur

c

Or, on

On a bien montré que, pour tout

b.Ona:
lim elnx =+00 car limInx =+ et ¢>0
X—>+%0

D’apres I'inégalit€ de la question 2.a et un théoréme de comparaison, on en déduit que :
lim f(X) = 400
3.a. x étant un réel appartenant a }0,1], on a, par croissance de la fonction exponentielle sur
R :
VtE[x,l} et =e'
Il en résulte, par division par t, réel strictement positif, que :
et e
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En intégrant cette inégalité sur [x,l} , on obtient :

lex le[
—dt= | —dt
X t X t

Or,ona:
1 1
e’ 1 1 L
—dt=¢"| —dt=e"|Int| =e*(Inl-1 =-e"1
i eLt e'[Int] =e*(In1-Inx)=-e"Inx 7]
e 'e! E
Comme de plus f (x) = Tdt =- Tdt’ il vient, pour tout réel x appartenant a ]0,1] : o
1 X
—exlnxs—f(x) 8

On a bien montré que, pour tout réel x de I’intervalle ]0,1] ,ona:

f(x) = e'Inx

b.Ona:
lime*Inx =-o0 car lime* =1 et limInx =-o
x—=0" x—=0" x—=0"
D’apres I’inégalité de la question 3.a et un théoreme.de comparaison, on en dédui
lim f (x
x—=0"

4. D’apres la question 1.b, on a, pour to

Donc f est strictement crois

u de variation de th :
+00
o 7 &

éel stric
ot

)=

S.a.0Onavu,alaq t X,ona:

pour tout
¢

T
X

1l en résulte que p.

signe de x -1 sur R, et s’annule
donc en changeant de signe en x =1. Donc la co C) admet un point d’inflexion A
d’abscisse 1 ; puisque f (1) =0 d’apres la question 1.c, les coordonnées de A sont :
A(1,0)
c. Une équation de la tangente (T) a (C) au point A est :
y=f (1)(x=1)+£(1)=e(x-1)
d. D’apres la question 5.b, f est concave sur ]0,1} et convexe sur [1,+00[ ,car f <0 sur }0,1}
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et £ =0 sur [I,+[ ; donc (C) est en dessous de (T) sur ]0,1], et (C) est au-dessus de
(T) sur [1,+00[ .

L’allure de la courbe (C) est la suivante :

304

20

6.a. Remarquons que, pour tout enti

. . .
f est continue R, (car nt croissante sur

¢. D’apres la question 6.b, la suite es issante ; elle peut donc avoir une limite finie
{ ou diverger vers +o.
Si la suite avait une limite finie £, on aurait, puisque f est continue sur R, :
lim f(u, )=f((
Jim £ (u, ) = £(£)
Soit encore, par définition de u, , le résultat absurde :
limn="f((
Jim n=£(0)

On en déduit donc que :

lim u, = +o

n—s>+40
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EXERCICE 2

1. Dans cette question, on choisit a=b=-1,doncona:
1 -1
M =
1 -1

1 -1
a. La transformation L, <= L, —L, transforme la matrice M en la matrice (0 0 J, qui est

triangulaire avec un O sur la diagonale, donc la méthode du pivot de Gauss assure que la
matrice M n’est pas inversible.
b. On a, en notant O la matrice carrée nulle d’ordre 2 :

, (1 -1)(1 -1} (0 0

M = = =0
1 -1){1 -1 00

11 vient donc, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :
Mn - Mn—2M2 = Mn—ZO = 0

CORRIGE

2. Dans cette question, on choisit a=b,doncona:

thode du pivot de Gau 1
a a(1+a
I1+a a 1+a a

¢ P, définie pour tout aturel n supérieur ou
M" = (1 + a) ‘
TM=(1+ a)1 M
leur de I’entier
M" = (
o1 €St vraie, c'est-a-dire :
Mn+l

On a, d’aprés I’hypothése de récurrence et ’égalité M? 1+ a)M :
M™! =M“M=(1+a) MM=(1+a) M =(1+a) (1+a)M=(1+a)"M

a. La méme transformation L, <~ L, -L

est triangulaire avec un O sur la dia
matrice M n’est pas inversible.
b.Ona:

M 1 al(l a
1 ajln

Montrons alors par ré
égal a 2, par :

Initialisation :
P, est vraie car on

Hérédité :
On suppose P, vr;

On montre que

1+a
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Ceci assure que P, est vraie.

D’apreés le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout entier naturel n

supérieur ou égal a2, on a:
1

M"=(1+a)" M

1
3. La méme transformation L, <- L, —L, transforme la matrice M en la matrice (0 s

qui est triangulaire, donc la méthode du pivot de Gauss assure que la matrice M est inve

si et seulement si les termes diagonaux de la matrice [0 b sont non nuls.
-a
Ainsi la matrice M est-elle inversible si et seulement si a=b.
4.a. X et Y suivant toutes les deux une loi géométrique, on a : Q

CORRIGE

X(Q)=Y(Q)=N

On a donc :

Les variables aléatoi

b. La série ie géométrique de rai 2 avec —1<q’ <1, donc cette série

est conver;

c. D’apres la question 3, N est inversible si et'seulement si X =Y, doncona:
A=[X=Y]

1l en résulte, d’apres la question 4.a, que :

P(A)= P([X=Y]) - 1-P([X = ¥]) = 1- S P([x = k] P([¥ - K]

X et Y suivant toutes les deux la loi géométrique de paramétre p, on a, pour tout entier naturel
non nul k :
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P([X = kD = P([Y = k}) = pq*”!
Donc :

P([X=k])P([Y =K])=(pa"") =p’a"*"
11 vient donc, d’apres la question 4.b :

SIS l+q-p _1+q-(1-q) _2q
P(A)=1- po-2 _q__P__1t4-P_ _
( ) épq 1+q 1+q 1+q 1+q

5.a. L’utilisation de la formule du bindme de Newton donne, pour tout réel x et tout entier

naturel n supérieur ou égal a 1:
rmct:cw

(x+1)" = Z(Bxkl""‘ = Z(:]x“
k=0
e
Jxk ; dans, @ e de droite de

k=0
sompme des termes x| ]x
k i
Q

c. X et Y suivant to ne binomiale de parametres n on a:

CORRIGE

Et, de méme :

uestion 5.a p

I’égalité ci-dessus, le obtenu comme

avec k+i=n, donc

X(Q)=Y(Q)
On adonc :

—_

[x=¥]-U

Puisque les événements [X = k] ﬂ[Y = k] son

P([x = ¥])= S P(x =K]n[¥ =]

Les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, il vient enfin :
p([x = Y])= P([x - K]P([Y 1)

. L . N 1 .
X et Y suivant toutes les deux la loi binomiale de parameétres n et 7 on a, pour tout entier

]

incompatibles, on a :
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naturel k de [[O,n]] :

rx-4)-r(tv-6)-(1 ) (-3 (N G-
pi-we-4-{ (23] | (2 () - () -3

11 en résulte, d’apres la question 5.b, que :

Donc :

n n

LS IHEDINED YW AN

k=0
d. Comme dans la question 4.c, et en utilisant le résultat de la question 5.c, on

P(A)=1-P([X=Y])= n

EXERCICE 3

Une de est définie par :
sit=0
sit<0

JIOM f (x)dx converge car, d’apres la question 1 :
J.Omf(x)dx = J‘;oo xe "dx = J-Ow xd(x)dx = E(T) =1

Donc J.j:f (x)dx converge etona:
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f:f(x)dx = I_wa(x)dx +Io+mf(x)dx =0+1=1
Donc f est bien une densité de probabilité.
b. La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si J.j: xf (x)dx converge, et
dans ce cas,on a :
E(X) = J.j: xf(x)dx
On sait que I_Om xf (x)dx converge car :

[" xf(x)dx =" 0dx =0

CORRIGE

IOM xf (x)dx converge car, d’apres la question 1 et la formule de Koénig :
[ xt (x)dx = [ x%edx = [ xd(x)dx = B(T*) = V(T) +(E(T))" =1+1=2
Donc J.j: xf (x)dx converge, donc la variable aléatoire X admet une espérance e

E(X)= [ 7xf(x)dx = [ xf (x)dx+ [ xf (x)dx =0+2=2

3. La fonction de répartition F de la variable r R par

1l vient donc :

Et:
Vx E[

On pose :

I1 vient alors, par in

J'OX te"'dt = [

Ainsi a-t-on, pour

4.a. On a, pour tout réel X :
7>x < rnin(Xl,Xz) >X <

11 vient donc, puisque X, et X, deux variables aléatoires indépendantes, pour tout réel x :
P([z>x])=P([X, >x]N[X, > x]) = P([X, >x])P([X, > x])

b. Par définition de la fonction de répartition H de la variable aléatoire Z et d’aprés la
question 4.a, on a, pour tout réel X :

H(x)=P([z=x])=1-P([Z>x])=1-P([X, > x])P([X, > x])
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X, et X, étant deux variables aléatoires suivant toutes les deux la méme loi que X, ona:
P([X, >x])=P([X,>x])=P([X>x])=1-P([X s x]) =1-F(x)
11 en résulte, pour tout réel x :
H(x)=1-(1-F(x))’
D’apres la question 3, il vient donc, pour tout réel x :
H(x) ={1—()(+1)2e'2" six=0
0 six<0

¢. Une densité h de Z s’obtient en dérivant H 12 ot cela est possible, c'est-a-dire ici
en prolongeant h en 0, pour obtenir une fonction définie sur R.
On a donc :

CORRIGE

h(x)=H (x) ={(;2(x+1)e-“ ~(x+1) (2)e>
On a, pour tout réel x strictement positif :

“2(x+1)e™ —(x+1)2(—2)e‘2‘ = 2(—x —1+x%+2x +1)e‘2x = 2(x2 +
En posant h(0) =0, une densité h de

5.a. On a, pour tout r:

On sait

Jy m(r)d= [ n(dt= ] 20 t=J ¢ (Dat=g(v)]; = 2(x)-2(0)
=-( 3+§x2+§x+§]e'2‘+§
2° 2 4
Ona:
tim [ th(t)dt = lim (—()8 +2x243x +§]e-2‘ +§J
o 20 T2y 4

X—>+0 X—>+%
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= lim —[l+i+i2+i3)(2x)3e'z"+§ =£
X0 8 16x 16x° 32x 4) 4

. 1 5 5 5 1
im|—+——+——F+—— [=—
=2\ 8 16x 16X~  32x 8

Car:

Et:

. 3 . . o1 -
lim (ZX) e =0 car lim 2x = +% et, par croissance comparée, lim x’¢™ =0
X—>+%0

X—>+00 X—>+0

Donc IO xh(x)dx converge etona:

CORRIGE

+ 5
J.O xh(x)dx =Z

o
Donc _[ xh(x)dx converge, donc la variable aléatoire Z admet une espérance et on

E(Z) = Ij: xh(x)dx = J_wah(x)dx +J‘0+mxh(x)dx =0+% =§

6.a. Lorsque X, =X,,ona:
Z=min(X,X,)=X

Donc :

Lorsque X, <X,,ona:
7=
Donc :

Donc on a, dans les de

b. Par linéarité de I’e

E(W)=E(

res les questions 6.a,

(2X-2)=2E(X)~,

c. Lorsque X, =X,
Z=min(X,,
Donc :

Lorsque X, <X
Z=min(X,X,)=X,, W=max (XX,
Donc :
X, -X,[=W-2
Donc on a, dans les deux cas :
X, =X,|=W-Z
d. Par linéarité de 1’espérance, et d’apres les questions 5.b et 6.c, il vient :

E(X,-X,|)=E(W-Z)=E(W)-E(Z)=—->=—==
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EXERCICE 4

1. Par définition de la matrice X ,ona:

u, 1 u, 2
Xo=|u |=|0]et X =|u, |=|1
u, 0 u, 0

CORRIGE

2.a. Par définition de la matrice X, et vu la relation de récurrence définissan te

(un )nzo , on a, pour tout entier naturel n :

5
2u,,,——u, +—
n+2 n+l
un+3 4 un+2 1
Xn«c.l = un+2 = l‘1n+2 l]n+1 =Z
un+1 un+1 un

>, définie pour tout enti
=A"X,

Initialisation :
P, est vraie car on

Hérédité :
On suppose valeur de I’entier natu st-a-dire :
X, =A"

On montr ie, c'est-a-dire :

Xn+1=
Ona,d e de récurrence et la
Xn+l

Ceci as t vraie
D’apre récurrence, on pe re que, pour tout entier naturel n, on a :
3.a.0na:

1 1 4)\(16 4 00 1 00

PQ=(1 2 4||-4 4 01|=/0 4 0|=4/0 1 0|=4I
1 4 0\-2 3 -1 00 4 00 1

Cette égalité peut encore s’écrire :

Ceci assure que la matrice P est inversible et que sa matrice inverse est :

https://vertuprepas.com/
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b. Les calculs donnent :

L4y (200 (216
pr=l1 2 4|Yo0 1 2|12 2 8

2 2 W
14 070 01 2 48 o
Et: -—
8 -5 11 1 4 4212) (216 E
AP=%400124=%4416=5228 o
0 4 oll1 40 48 16 2 48 O

Montrons alors par récurrence la propriété P, , définie pour tout entier naturel n, par :
A" =PT"P"
Initialisation :
P, est vraie caron a :
PTP"' =PIP" =PP’ =1=A"

Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’

3 \
On montre que P, est vraie, c'est-

Le calcul des produits PT

Par multiplication a dr

On a donc, d’apres I’
An+1
Ceci assure que P,

ence et 1’égalité préc
TP~ = PT"ITP™' =

D’aprés le principe

4.a.0na:

Puis, en notant O la matrice nulle d’ordre 3 :
00 0)0O 0 O

N*=[0 0 1[0 0 1
00 0)/0 0 O

11 vient donc, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a
Nk - Nk—ZNZ - Nk—ZO = 0

b.Ona:
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2 0 0)y0 O O 0 00
DN=1010001=1001
2001000 2000
Et:
000 2 0 0)0 O O 000
ND=0011010001=1001
0002001000 2000

Donc on a bien vérifié que :

DN =ND
Puisque D et N commutent pour la multiplication des matrices, la formule du
Newton permet d’écrire, pour tout entier naturel n :

CORRIGE

n

T =(D+N)" = Z[E]D"'Wk

k=0
D’apres la question 4.a, il vient, pour tout entier naturel n supérieur ou ¢

v

k=0
Puisque D est une matrice dia,

La fo este vraie pour n
Ainsi t entier natur
0
2n
1

¢. On a, pour tout entier naturel n :
11 4 L(2" 0 0 J(2" 1 2n+4
PT"=|1 2 4 (lj 0 I 2n =(lj 2" 2 4n+4
1 40 . 0 0 1 2 2" 4 8n

Puis, d’apres les questions 3.b et 3.a, pour tout entier naturel n :
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(2" 1 2n+4) (16 -16 4
A"=PT"P-I=GJ 2 2 4n+4%—4 4 0
2" 4 8n 2 3 -1

Soit encore, pour tout entier naturel n :

4-2"-n-3 —4-2“+§n+4 2“—ln—1
2 2

A“=(1J 4-2"-2n-4 -4-2"+3n+5 2"-n-1
4-2"-4n-4 -4-2"+6n+4 2" -2n

CORRIGE

5.a. Par définition de la matrice X, et d’apres les questions 2.b, 4.c et 1, il vient, pour
entier naturel n :

42 -n-3 —42+3n44 2-Lo
2 2

un+2 n
Ui =X"=AHX°=[%) 4-2"-2n-4 -4-2"+43n+5 2"-n-1
u 4-2" —4n - 2" -2n

n

En calculant la derniere ligne de cette m

b. 1l résulte de la question

limu,

n—>+0

Puisque —1<%<1,0

Ona:
Car:
. In . <
lim croissance comparée
n—>+%
Donc :
. Inn
lim n ——anJ =—00
n—=+x n
Et:
lime* =0
On en déduit donc que :
limu, =4
n—>+0o
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