Connleé
ESCP- o ) .
EUROPE Par Bernard Delacampagne, professeur de mathématiques au lycée Madeleine-
Michelis, a Amiens.

EXERCICE 1

1.a. B étant un réel supérieur ou égal 2 a,on a:

LB 2e gt = [—e_z("“) :|f =1-e?*
b. On déduit de la question 1.a que :

lim [*2¢7dt = lim (1-¢70) =1

B+ da oo

Car:
BILTN(—Z(B—a)) =—co et lime* =0
11 en résulte que I’intégrale I e gy converge et vaut :

["2e M= lim F e gt =1

oo Ja

CORRIGE

2. f est continue sur ]—oo,a[ comme fonction constante nulle, et s comme produit,

différence et composée de fonctions continues.

f admet des limites finies & gauche et a droite en a, car :

lim f (t)=1lim0=0 et limf (t)=lim
t—a” t—a*

t—a*

t—a”
Donc f est continue par morceaux sur R .
f est positive ot nulle sur R car :

—2(t-a)
f(t)z 2e >0
0=0

a

Puisque Ilf(t)dt:JLOdt:O et que J‘vmf(t) a question 1.b, lintégrale

-
_[ f (t)dt converge et vaut :

_ Jj:f(t)dt=J‘

Donc f peut étre considérée comme un

a

3. Par définition de la fonction de répaftiti X, on a, pour tout réel x :

11 vient donc, pour tout réel x stricte

Et, pour tout réel x positif ou nul :
0 X ) a(tea) T a(x-a
B (x)=[_0dt+[" 2t =0+[-e ] =1-e0

Ainsi a-t-on montré que :

1-2e7% six>a
F, (x)= -
X ( ) {0 sinon

Z

MATHEMATIQUES

4.a. On a, pour tout réel x :
F (x)=P(Y<x)=P(X-a<x)=P(X<x+a)=F (x+a)
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Ona:

x+azaex20
11 en résulte, en utilisant la fonction de répartition F, de X obtenue a la question 3, que :

1—2e720% ) =1 _2e> six>0
R, (x)= {

0 sinon
b. En posant A =2, la fonction de répartition F, de Y se présente sous la forme :
F (x)=0 six<0
{FY (x)=1-e™ six>0

On en déduit que Y suit la loi exponentielle de paramétre A =2.
c. L’espérance de Y est donc :

CORRIGE

1
2
d. Puisque Y admet une espérance, et que X =Y +a, X admet une espérance et on a

linéarité de 1’espérance :
E(X):E(Y+a):E(Y)+a=%+a ‘ :

+t)+1-1=In z
R, de la fonction t),donc:
)], =2(1)-g(0)=2m2-1

tde [0,1] :

E(Y)=

1.a.On a, pour tout réel tde R, :
g (t)=In(1+t

b. D’apres la question 1.a

2.a.On a, pour tout

b. f est (strictem sur [0,1],carona,
. 1

£ (t) = —
( ) 1+

La courbe repré ns le plan rappo honormé est la suivante :

c. f est concave sur [0,1] car on a, pour tout réel t de [0,1] :
. 1
f(t)=———75<0
® (1+1)’
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ESCP- 3.a. f étant croissante sur [0,1],ona:
EUROPE

0<t<1=f=f(0)<f(t)<f(l)=0<In(l+t)<In2
On a donc, pour tout réel t de [0,1], ’encadrement suivant :
0<In(1+t)<In2
b. On déduit de I’encadrement obtenu & la question 3.a que, pour tout réel t de [0,1] et poluw
tout entier naturel n,on a :
0<(In(1+t))" <(In2)"
D’apres les inégalités de la moyenne, il vient, pour tout entier naturel n :
1 n n
(1-0)0< [ (In(1+1))"dt<(1-0)(In2)
Ainsi a-t-on montré que, pour tout entier naturel n :
0<u, <(In2)"

CORRIGE

c.Puisque —1<In2<1,ona:
lim (In2)" =0= lim 0

n—>+eo n—eo

L’encadrement de la question 3.b et l¢ théoréme des gendarmes assurcntiquela stiite (u,, )neN

est convergente et a pour limite 0.

4.a. Par définition de u ,on a, pour tout entier naturel n :

U, = [ (in(1+0)" a
a |’aide d’une intégration par parties, en posantypour tout réel t de [0,1] :
‘ (1))’
u(t)=(n(1+1)"" u (t):(n+l)7( )

1+t
V'(t)zl V(t):1+t

Calculons u

n+l

u,v,u et v étant continues sur [0,1], il vient,gpour tout entier naturel n :

Uy, :J.Dl(ln(1+t))"”dt:[(1+t)(ln(1+t))"+11—jl(n+1)w(1+t)dt

0 1+t

n+l

=2(1n2)"" ~(n+1) [ (1n (1 40))"dB=2(1n2)
Ainsi a-t-on, pour tout entier natureln :
u 4 2 (n2)5 — (n+1)u,
b. On déduit de la question 3.b qué, pout tout entier naturel n,on a :

w., >0

n+l

—(n+1)u,

On a alors, d’apres la question 4.a, les équivalences :
u,,20&2(In2)" ~(n+1)u, 20 = 2(In2)

n+l =

n+l

>(n+1)u,
Ainsi a-t-on montré que, pour tout entier naturel n,on a :
(n+1)u, <2(In2)

n+l

Z

MATHEMATIQUES
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c. Par définition de u, et linéarité de I’intégrale, on a, pour tout entier naturel n :
1 1 ] ESCP-
u,, —u, = J.U (ln(1+t))n+l dt—JO(ln(1+t))" dt= L ((ln(l+t))"+] —(ln(1+t))" )dt EUROPE
1 n
=[,(n(1+0)-1)(In(1+1))" @t
On a vu & la question 3.b que, pour tout réel t de [0,1] et tout entier naturel n, on a :
(In(1+1))" 20

On a également :
t<l=>1+t<2=1+t<e=In(1+t)<1=In(1+t)-1<0

Donc, pour tout réel t de [0,1] et tout entier naturel n, il vient :
(In(1+t)-1)(In(1+1))" <0

Par négativité de I’intégrale d’une fonction négative sur un segment, il en résulte queé, pour
tout entier naturel n :

CORRIGE

Donc la suite (u,) . est décroissante.
d. Puisque la suite (un )nEN est décroissante, on a, pour tout entier naturel n :
ug—u <0
On a alors, d’apres la question 4.a, les équivalences :
u,, —u, <0 2(In2)" ~(n+1)u,<u, <0 2(In2)"" <(a+2u,
On a donc montré que, pour tout entier naturel n :
(n+2)u, >2(In2)""
e. D’apres les questions 4.b et 4.d, on a, pour tout entier naturel n, I’encadrement, :
2(In2)"™" 2(In2)"™"
n+2 n+1

Il en résulte, pour tout entier naturel n, I’encadrement :

n nu n
<—8_< &=

n+2 2(1n2)“*' Y|

su <

n

Ona:
lim =lim =~ =1 et lim = lim
noteo ) 2 n—+eo }{ S n 4] D too ,I{
Ces deux limites, I’encadrement précédent et le théoréme des gendarmes assurent que :
nu

v 2(In2)

EXERCICE 3

1.a. On a, pour tout réel positif ou nul x :
‘ 2(x+2)—(2x+1) 3
f(x)= " 2 = 2
(x+2) (x+2)
b. D’apres la question 1.a, on a, pour tout réel positif ou nul x :

e 3
f(x)_(x+2)2 0

Z

MATHEMATIQUES
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Ona:

f(0)=% et lim f (x) = lim 2":; = lim %: 2
X—>+o0 Xt X X—>Hoo

D’ol le tableau des variations de f, en y plagant les réels 1 et (1) :

x [0 1 +oo

¢
/ 2

1

/'

2.a. Montrons par récurrence la propriété P, définie pour tout entier naturel
0<u, <1
Initialisation :
P, est vraie carona:
1

Hérédité :
On suppose P, vraie, pour u

N | =

CORRIGE

On montre que P,

0<u

t vraie.

récurrence, on peut our tout entier naturel n, le réel

u, ap ervalle [0,1].

b.D’ n 1.a, on sait que, de [0,1] :
3
(x+2)°
Ona:
1 3 3
Xx20=>x+222=(x+ 4= S<—= ~<=
(x+2)" 4 (x+2) 4

Ainsi a-t-on, pour tout réel x de [0,1],1’inégalité suivante :

. 3
|f (X)|SZ
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c. f est dérivable sur [0,1], et d’aprés la question 2.b, on a, pour tout réel x de [0,1] :

ESCP-
‘ 3 EUROPE
‘f (x)‘ < 2

De plus, d’aprés la question 2.a, u, appartient a [0,1], donc, d’apreés I'inégalité des
accroissements finis, on a, pour tout entier naturel n :

3
‘f(un)—f(l)‘sz‘u“—l‘

Puisque f(u,)=u,,, etque f(1)=1, il vient, pour tout entier naturel n :

3
“n+1_1‘51‘“n_1‘

CORRIGE

d. Montrons par récurrence la propriété P, , définie pour tout entier naturel n, par :

u —1‘ SL(EJ“
" 2\ 4

Initialisation :
P, est vraie caron a:

Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, c'est-a-dire :

‘un—l‘Sl(i]
2\ 4

On montre que P, est vraie, c'est-a-dire :

n+l
‘un”_l‘gl[gj
2\ 2

On a, d’apres I’hypothese de récurrence et la question 2.c :
3 n n+l
EINENPERTEN A

4 2\4 2\ 4

—1|<
4
D’apres le principe de récurrence, on peut conclure/que, pour tout entier naturel n,on a :

u.-1< 48
2\ 4

|u

n+l

Ceci assure que P, ., est vraie.

. 3
e. Puisque —1<Z<1,ona:

Cette limite, I’inégalité de la question 2.d, ainsi que le théoréme des gendarmes, assurent que
la suite (u“ )neN est convergente et que :

limu, =1
n—+oo

Z

MATHEMATIQUES
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3.a. Les calculs donnent :
ESCP-
EUROPE Jzz(l 1}[1 1]:(1“ 1+1j:(2 2)22(1 1j=2J
1 1)1 1 I+1 1+1 2 2 11
b. La relation peut s’établir en utilisant la formule du bindme de Newton, ou par récurrence.
Montrons par récurrence la propriété P, , définie pour tout entier naturel n, par :

N
A—l+2(3 1)J

Initialisation :
P, est vraie caron a:

CORRIGE

1+l(3°—1)J=1+01 =1=A"

2

Hérédité :

On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, c'est-a-dire :

1
A" =T+—(3"-1)J
)
On montre que P,,, est vraie, c'est-a-dire :
1
An+l:I+7 3n+l_l ]
L)
On a, d’apres ’hypothése de récurrence :
1 1 1 )
A" = ATAS| T+ (3" 1) I (T+]) =T+—(3" - LT+ =(3" —1) ]
(130 s+ 1=+ (- IREL -1)

Puisque, d’apres la'question 3.a, J* =27 , il vient :
A™ =1+1(3" —D)J+T+(3"-1)] =I+[1(3“ —1)+1+(3Sh T =T+ 3 1y
2 2 2 2

Soit, apres simplification :

1

A =T+—(321 -1)]

L)

Ceci assure que P, est vraie.

D’apres le principe de récurrence, on peut copclure que, pour tout entier naturel n,on a :

el (3e
A —I+2(3 1))

c. D’apres la question 3.a, on a, pour tout entier haturel n :

1 1
—(3"-1)+1  —(3"-1)
A":I+;(3"1)J:[(1) ?)+;(3"—1)G D: 21 12
E(3"—1) E(3"—1)+1
Apres simplification, il vient donc, pour telit entier naturel n :
1/, 1,..

E<3 +1) 5(3 -1)
1 1

5(3"—1) 5(3"+1)

A" =

4.a. Montrons par récurrence la propriété P, , définie pour tout entier naturel n, par :
X, =A"X,

Z

MATHEMATIQUES
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Initialisation : ESCP-
P, est vraie caron a: EUROPE

A’X, =IX, =X,

Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, c'est-a-dire : W
X, =A"X, )
-_—
On montre que P, est vraie, c'est-a-dire : o

+1

Xn+l = A“ Xﬂ m
On a, d’apres I’hypothese de récurrence : o

2p, + 21
X :(pml}:( P, qnj:( j(pn):AX“ _AATX, =AM,
Qo) \Pat2q,) (1 2)\q,

Ceci assure que P,,, est vraie.

D’apres le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout entier naturel ngon‘a:
—_ n
X, =A"X,
b. D’apres les questions 4.a et 3.c, on a, pour tout entier naturel n :

[p"j:XHZA"XU= %(3”1) %(3"‘” Elj

1. 1/ 2
& S -1) ()

PEERIE e &
%(3n_1)+3n+1 %3”% %(3,”1”)

On a donc, pour tout entier naturel n :

1 n+ 1 n+
p“=5(3 1—1) et qn=5(3 1+1)

5.a. Montrons par récurrence la propriété P, , définie podr tout entier naturel n, par :

_b
u, ==
qn
Initialisation :
P, est vraie car on a :
Po AV_
Do A
2
9o
Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de 1’entier natuzel n, c'est-a-dire :
_b
u, ==
qn
On montre que P, est vraie, c'est-a-dire :
u — pn+l

n+l T
n+l

Z

MATHEMATIQUES
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On a, d’apres I’hypothese de récurrence :

ESCP-
EUROPE oPu i 2Pat4,
u“+]:f(u"):2u"+1: 9 __ 9y 2P+ _Puu
u,+2 Py, Py*t24, p,+2q, q,,
q, q,

Ceci assure que P,,, est vraie.
D’apres le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout entier naturel n, onfa:
Py
q.
b. Il résulte des questions 5.a et 4.b qu’on a, pour tout entier naturel n :
L (ans
- E(3" '-1) 3oy

n _1 W _3n+1 1
4 5(3 '+1) +

u =

n

CORRIGE

1I vient donc :
n+l _1

lim u; = lim ———=1
Nsted e n—stoo 3““ +1

Car :

lim 3"eee (ear 3>1) et lim > = lig £
n—+oo X oo X+1 X—H-MX

Ainsi a-t-on retrouvé la limite de la suite (u, )neN , obtenue aflalquestion?.c.

EXERCICE 4

1.a. La puce se trouvant sur le sommet 1 a ’instant Q, elle sera a "instant 1 sur le sommet 1
el 2 1
avec la probabilité 3 ou sur le sommet 3 avec la probabilité 3

La loi de probabilité de X, est donc donnée par Ictableau :

k 1|3
2|1
P(| X =k -
(Xgk]) | 518
b. L’espérance de X, est donc :
2 1 5
E(X)=—19--3==
X9 30, 37 3
Ona:
2 1 11

E(X == 1"+=-3"=—
(i) 33 3
On en déduit, par la formule de Koenig-Huygens, que :

11 25

VIX)=E(X)-(E(X) =5 -2 =g

2. Si la puce se trouve sur le sommet 1 a I’instant 1, elle sera a I’instant 2 sur le sommet 1

oo 2 RS B
avec la probabilité 3 ou sur le sommet 3 avec la probabilité 3 ; si elle se trouve sur le

Z

MATHEMATIQUES
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sommet 3 a I’instant 1, elle sera a I’instant 2 sur le sommet 2 avec la probabilité 1 ou sur le ESCP-
2 EUROPE

1
sommet 4 avec la probabilité 5

On a donc :
P([X,=1])=P([X, =1]n[X, =1]) =P([X, =1]) B, _,([X, = 1]):%%:% "I.I;
P([x,=2])=P([X, =2)n[x, =3))=P((X, =3) B (X, =2])=3 3 =% E
P([X, =3) = P(IX, =3]n[X, =) =P((X, = 1Ry (X, =3) =35 =5 o
P(LX, =a1) =P, =41 [X, =3) =P([X, =), (%, =)= L1 ©

La loi de probabilité de X, est donc donnée par le tableau :

K 1234

41211
P([X,=k]) | = f= |2 =
(X ])969 6

3.a. En appliquant la formule des probabilités totales au systeme complet d’évémements
{[x, =1].[X, =2].[X, =3].[X, = 4]} . on obtient, pour tout entier naturefnSapéricur ou égal
a2:

P([X,. =1]) ZP Kla[X,. =1)) ZP =k Rl =1])

D’apres les hypotheses de I’énoncé, on a :

P[X“:I]([Xm-l :1]): [x 2]([Xn+1 y 1]) % et l:'[x =3] ([Xn+] :1])=P[xn=4] ([Xn+1 = 1]):0

On a donc, pour tout entler naturel n supérieur ou égal a2;

1
P((X, = 11)= 2P ([, =1))+ 281X, =)
b. On obtient de méme, pour tout entler naturel n supérieuromégal a 2 :
4
1

[Xow =)D, KR (. SFDFERUX. =3+ 3P (X, =)

1

P([X, =3) Z*’ (X, =KD)Py - (. 23N (1X, =1])+ 3 P([X, =2])

2

1
X, =4)) ZP P (KSSdl)= 5 P (X, =3])+ 3 P((X, =4]
c. Puisque la puce se trouve sur le sommet 1 a I’instant O, on a :
P([X, =1])=1et P([X, =2])=P([X, =3])=P([X, =4])=
Donc il vient, d’apres la question 1.a :

%P([Xn = 1])+%P([Xn = 2]) :%

=P([X, =1])

z
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https://vertuprepas.com/

w
2
o
S
0
-l
0
2
L
0
1]
|_

ANNALES CCIR 2014-2015 1 331



https://vertuprepas.com/

. 1 —3])+4 —4])=0= -

E&%I:E ZP([XO—3]) 3P([X0 4])=0=P([X, =2])

LR([X, =)+ R(X, =2]) = =P (X, =3))

‘ww %P([X(]: )+<P([X, =4])=0=P([X, =4])

9 D’apres les question; laet2,il Vielnt: s 4

E EP([XIZI])Jf%P([X]=2])=f'f:lg=P([Xz=1])
8 EP([XI:3])+§1>([X,:41])255262;)([)(2:2])
%P([X,:1])+%P([X,:2]):%-§:§:P([X2:3])
SP([x, =3+ (X, =4]) =5 S =1 =P((X, =4]

Ainsi les relations précédentes sont-elles encore valables pour n =1/et'n =0.
d. Puisque {[X, =1].[X, =2].[X, =3]4[X, =4]} est un systtme cofplet/d’évéiiéinents, on
a, pour tout entier naturel n :

P([X, =1])+P([X, =2])+P([X, =3])+P([X;=4])=1

4. D’apres la question 3ic, on a, pour-tout entier naturel n :

S =P (X -2)

P([Xn+1 4 J) ? 0
U, =| P([X..=2]) |= EP([ans])+§P([Xn=4])

%P([Xn = 1])+%P([X“ =2])

D’apres la question 3.d, on a, pour tout entier natarcln

P([X, =4])=1-P([X, = U)=P([X, =2]-P([X, =3])
11 vient done. pour tout entier naturel n :

%P([Xn :1])+%P([X“ =2])
Uy =| 5 P, 20X, =21) P (X, =3])+5
SeAX. )2, -2))
Soit encore :
2 1
Z -0
32 (X, =) (O] (4 3 0 0
U, = LR P([X,=2]) |+ 1 :1{ 2 2 IJUn+1[1J:AUn+B
3 3 6 3] 6 3
11 P([X,=3])) (o 2 30 0
3 02 ¢

Z
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On a bien établi, pour tout entier naturel n, la relation : ESCP-
U,, =AU, +B EUROPE

S.a. L étant une matrice a trois lignes et une colonne, posons :

X
‘Wl
L=y
. )
On a les équivalences : E
X = l(4)(+3y) o
X 4 3 0)(x) (0 6 O
L=AL+Be&|y =é -2 2 1|y +% |y = é(—2x—2y+z)+f
z 2 3 0)\z 0
z = —(2x+3y)
2x - 3y =0 (L) 2x - 3y =0 (L)
©92x + 8y -z =2 (L) lly — z = 2 (L,eL,AL)
2x + 3y - 6z = 0 (L) 6y “=_6z = 0 (Lg& Cisly)
3
= — L
X 2y ( 1) X=i
sy = 2 (L) 101
y = z (L}) y:Z:g

Une matrice L a trois lignes et une colonne vérifiant L = AL + B est done:
3

2

2

b. Montrons par récurrence la propriété P, , définie pour tout entiernaturel n, par :
U, =A"(U,-L)£L

1

L=—
10

Initialisation :
P, est vraie caron a :

A’(U,-L)+L=1(U, - )+k=U~E¥L=U,
Hérédité :
On suppose P, ‘vraie, pour une valeur de 1’entier naturel n, c'est-a-dire :

U, =A"Uy-L) 4L
On montre que P, est vraie, c'est-a-dire :
U, =A"(U,-L)+L
On a, d’apres la question 4, I’hypothése de récurrence et la question 5.b :
U,, =AU, +B=A(A"(U,-L)+L}+B=A""(U,-L)+AL+B=A""(U,-L)+L

n+l

Ceci assure que P,,, est vraie.

Z
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D’apres le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout entier naturel n,on a :

ESCP-
EUROPE

U, =A"(U,-L)+L

6.a. Le calcul donne, en notant I la matrice identité d’ordre trois :
1 1 30 -5 -5 10 0 0

RQ=(-1 -2 -1||-2 -4 2 (=0 10 0 |=10I
-1 2 1 )4 3 1 0 0 10
Cette égalité peut encore s’écrire :
1
R|—Q|=1
[5¢)

Ceci prouve que R est inversible et que :

CORRIGE

a1
R™ = EQ
b. En notant O la matrice carrée nulle d’ordre 3, le calcul donne :
4 3 01 1 3 1 1 £3)\A» O
CR-RD=6AR-RD=|-2 -2 T1{{-1 -2 -1|-|-1 29RO 2
24 3 O)-1 2. 1 -1 42 9] 0 0 3
1 -2 9 1 -2 9 0 0,0
=-1 4-3|-|-1 4 =3{=[0.0 0=0
-1 4 3 -1 -4 3 0,0 ™0
Ainsi a-t-on :
CR-RD=0

c. D’apres la question 6.b, on a les équivalences :
CR—RD=O<:>CR=RD<:>6AR=RD<:>A=%RDR’]

Montrons alors par récurrence la propriété P, , définiespour tout entier naturel n, par :

A" :[l) RD'R™
6
Initialisation :

P, est vraie caron a :
0
(é) RD'R¥BRIR ' =RR"'=1=A"

Hérédite :
On suppose P, vraie, pour une valeusde 1’ entier naturel n, c'est-a-dire :

A" :[1] RD'R™
6
On montre que P, est vraie, c'est-a-dire :
1 n+l
An+l — [7j RDnHRfl
6

On a, d’apres ’hypothése de récurrence et le début de cette question :
n n+l n+l
A" =A"A= [lj RD'R™LRDR = [lj RD"IDR™ = [lj RD™R"
6 6 6 6
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Ceci assure que P,,, est vraie.
D’apres le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout entier naturel n,on a :

A" =(1j RD'R™
6

7. D’apres les questions 5.b et 6.c, il vient, pour tout entier naturel n :
U, =A"(U,~L)+L :@ RD'R™ (U, ~L)+L

Puisque D est une matrice diagonale, on a, pour tout entier naturel n :

s e o

1 1 1
Puisque —1<—<1, -l<——<let -1<—<l,ona:
6 3 2

lim (lj =0, lim [—lj =0 et lim [l) =0
n—+| G n—>+eo 3 n—oiee| D

11 vient donc, puisqu’on admet que la limite de la matrice U, lorsqué n'tend vers +oo est une
matrice U dont les coefficients sont obtenus en prenant la limite descoefficients de U,
lorsque n tend vers +co :

) 3
U= lim Un:R[lim (éj D“JR'(UO—L)+L=R0R'(UO—L)+L:L=10 2
2
Par définition de U, , il en résulte que :
. 3 ! . 2 1
lim B([X, =1]) =55 lim P([X, =2])=lim P{{Xg=1]) =55°5
D’apres la question 3.d, on a, pour tout entier natugeln
P([X, =4])=1-P([X, =1]) L{X S2H=P([X, =3])
II vient donc :
311 3
lim P([X =4|)=lim (1-P(| X, =1])-P{X &2])aP(|X, =3]))|=1-———=—= ==
Jim P([X, =4]) = im (1-P((X, =1])-BX £31) 28([X, =3) =1~ 55 -5=15
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