CORRIGE

Par Bernard Delacampagne, professeur de mathématiques au lycée Made
Michelis, a Amiens.

CORRIGE

EXERCICE 1

1. Par définition de u, ,ona:

2.a.On a les équivalences :
0<x<
On a donc, pour tout réel x de
te™ >0
Il en résulte que, pour, pour tout entier naturel n, on
=(1-x)"e™20

Par positivité de I'i ction positive sur un segment, 1 L, pour tout entier

naturel n :

b. On a, pour tout

el xde [0.1] :
-x<0etf, (x)2

On a donc. pour tout réel x de [0.1] =

On a, pour tou

—xf, (x)<0
Par négativité de I'intégrale d une fonction négative sur un segment, il vient, pour tout entier
naturel n :

c. D’aprés les questions 2.a et 2.b, la suite (u,) , est minorée (par 0) et décroissante ; le

théoréme de la convergence monotone assure que la suite (u, )EN est convergente.

3a.0na:
0Sx<1=>-3x<0=>e ™ <1
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Puisque (1-x)" est positif ou nul sur [0,1], il vient, par multiplications d’inégalités, pour tout
réel x de [0,1] et pour tout entier naturel n :

f,(x)=(1-x)"e™ <(1-x)"

Par intégration de cette inégalité sur [0,1], on obtient, pour tout entier naturel n :

1 1
N1T un=jufn(x)dxsju[l—x)"dx
o .
= 011 a: i n l n+l i l
[ fa=x)dx=| ~—(-x)" | =—
o ¢ n+l , n+l
o Ainsi a-t-on, pour tout entier naturel n :
O u, SL
n+l1
b. D apres les questions 2.a et 3.a, on a, pour tout entier naturel n, I'encadr
0< u, < L
n+l
Puisque llm 0=0et lim L—Cl le théoréme d’encadrement ass u

nie 41

4.a. On a, pour tout entier

On pose :

b.O
u,, =l-nu —u < nu =l-u -3u_,

D’apres la question 3.b, la suite rge vers 0 ; on a donc :

et limu, 6 =0
Nbioe A—rtoo

11 en résulte que :
Jlim nu, = lim (1-u, =3u,,,)=1

n—bee

I s
5.a. La suite E (—k—l— est la somme partielle de rang n de la série exponentielle
k=0 . nell

n
e ) )
% . qui converge et dont la somme vaut ¢ ; on a donc :
Z n!

neli

. . k k
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Il en résulte que : () 3
lim v, = lim L—e'3 =0

n—btee Nt k!
k=0
b. Montrons par récurrence la propriété P, , définie pour tout entier naturel n, par :
-1)"n!
l'lll = ( 3n)+1n n

Initialisation :
P, est vraie car on a, d’aprés la question 1 :

(_1)00!\, =l L {_1)k3k gt =l (_1)030*3_3 =l(1_
0+1 0
3 3 k! 3o 3

k=0
Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, ¢'est-a-dire :

CORRIGE

+v

n+1)!

_(_1)ﬂ+'3nﬂ _
T (n+1)!

1 ~ (_l)n-ﬂ

(_l)2u+2 3n+|
3n+2

vn+l

D’aprés le pri J ur tout entier naturel n,ona:

EXERCICE 2

1.a. Les calculs donnent successivement :

R A A R G
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Montrons par récurrence la propriété P, , définie pour tout entier naturel n, par :

[1 OJ
A=
n 1

1 0
w1y )
0 1
Hérédité :

On suppose P, vraie, pour une valeur de |'entier naturel n, c'est-a-dire :

1)

est vraie, c'est-a-dire :

Initialisation :
F, est vraie carona:

CORRIGE

On montre que P,

+1

On a, par hypothése de récurrence :

Anﬂ —

Ceci assure que P, est vrai
D’aprés le principe de r t conclure que, pour er naturel n,ona:

» 10
“ln 1
b. A, étan aire (inférieure), est le si et sculement si ses
3 i nuls, donc A est inversible si lementsi a#0.
e la propriété P, , définie p
1
A" =! ‘
1+u

1 0
[ Q'] e
uD
pose P, vraie, pour une valetur e naturel n, c'est-a-dire :
0

1+u“]

entier naturel n, par :

n
u,

On montre que P, est vraie, ¢'est-a-dire :

On a, par hypothése de récurrence :

AP 1 0 1 0)_
B B u, l+u i1 2 a

1 0 ) (1 0
1+2u, 2+2u, y u, I+u,,
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Ceci assure que P, est vraie.
D’aprés le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout entier naturel n,ona:

(I 0 ]
A'=
u, I+u,

b. Par définition, la suite (u, ]nEN est une suite arithmético-géométrique ; on a :
k=1+2k = k=-1

On définit donc la suite (v, )IleN par, pour tout entier naturel n :
v, =u,—k=u, +1

(v, )MN est une suite géométrique de raison q =2 car, pour lout entier naturel n, on a :

Vo =, H1=142u,, +1=2u_, +2=2(u,,, +1)=2v,
Dong, pour tout entier naturel n, on a :
v, =vgq" =(u, +1)2" =2"
Soit, pour tout entier naturel n :
u, =v, —-1=2"-1

3.a. X étant une variable aléatoire qui sui
densités f est définie par :

CORRIGE

La fonction de répartition E

—a

On a donc :
r e 'dt=0+[—" y s
0
lincarité de la somm&em d’indice, on a, pour tout
2 F(k+1)-3 F(k)
k=0
)-(F0)+ ()

k=1

<0
N 0

b. Par définition

entier naturel n :

gp([Y=

1l vient donc :
Car :

fim (—n—1)==co et lim¢* =0

Ceci prouve que la série )" P([Y =k]) converge et que :
k=0
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iP([sz])=l

k=0
On a, pour tout entier naturel k :

P(Y=Kk)=P([k<X<k+1])=F(k+1)-F(k)=1-e*"~(I-¢*)=e™* —e™

c. Puisque Y prend ses valeurs dans N et que Z=Y +1,Z prend ses valeurs dans N get on
a, pour tout entier naturel k non nul :

P(Z=Kk)=p(Y+1=k)=p(Y=k~1)=e N e =¢* c"‘—e"‘+1

Soit, pour tout entier naturel k non nul :

a8 )

On reconnait que Z suit la loi géométrique de parameétre p = 1—— .

CORRIGE

D’aprés les formules du cours, I’espérance et la variance de Z som

Et:
Des formu
variance
Ef:
y (1-¢)°
d.D’ i et seulement si Y #0 ; la probabilité que M

Pour i entier naturel égal & 1 ou 2, dé s les trois événements :
U, :"la boule tirée provient de I'urne 14, "

V. :"la i-eme boule tirée est verte" et R, :"la i-me boule tirée est rouge"

T.a. D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements
{U,.U,} il vient :
P([X,=1])=P(R,)=P(U,NR,)+P(U,NR,)=P(U,)P, (R,)+P(U,)P,, (R,)
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On a bien :
13 11 4 2
P((X =1])=—24—c=2 ==
(x.=1]) 2525 10 5

D’aprés ce qui précéde et puisque X, prend les valeurs O et 1, X, suit la loi de Bernouilli de

parametre p, =§ :
b. D aprés les formules du cours,on a:

E{X,)=p|=§ et V(X,)=p,(1-p,)= =£

25

L | b
v w

CORRIGE

2.a.0n a, puisque Z=X, +X, :

P([X, =0]n[Z=0])=P([X, =0]N[X, =0])=P(V,nV,)=P(V,)P, (V,)
On a, d’aprés la question 1.a :
P(V,)=P((X, =0]) =1-P([X, =1})=1-2

P, (V,) est la probabilité de tirer une boule ve

On a bien :

b. Puisque Z=X, +X, et

On a, puisque Z=

22 4
P([X, =0]~ 2ol
(1%, =0]nl 55 25
P([X, oA
55 25
23 6
P([X, =1 P(R,)P, (R,)==:==—
([ 1N (R,) R,( 2) 5’5 25
Le tableau don
12| 4 16
O 13|25 °| 2
1 B3 (6| 2
25 |25 | 25
Loi 127 |6
deZ | 25 | 25 | 25
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3a. Laloi de X, est une loi marginale du couple (X,,Z), qui apparait dans la derniere
colonne du tableau donnant la loi du couple (X,,Z) a la question 2.b; elle est donnée par le
tableau ci-dessous :

k
P([X: =k])

0
16
25

E:IW o

CORRIGE

25 25 625

X, suit la loi de Bernouilli de paramtre p, =2_95 T —— :7
9 9 16 144

E(X,)=p=— ot V(X,)=p(1-p)=x o=

b. On a, par exemple :

Et, d’aprés la question 2.a :
P([X, =0]n[X

Donc les variables aléatoi

_31:25-19° _775-361 _414
257 625 625

4. La probabilité cherchée est :

LT T
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5.a. D’aprs le tableau donnant la loi de probabilité du couple (X,,Z) ala question 2.b,ona:

E(X,Z)=— 1140 =10 23
5 25 T s

b.Ona:
Cov(%,.2) =E(X.2)-BIX)E(Z) = 2-—- 2 22 D111 _35-171_ 24
: : 52525 625 65 625

c.Ona:
Cov(X,.Z)=Cov(X,.X,+X,)=Cov(X,.X,)+Cov(X,.X,)=Cov(X,,X,)+V(X,)

Donc:

Cov(X,,X,) =Cov(X, Z)-V(x,) =2 14 _ 0 _ 12

CORRIGE

d. D’aprés le cours,on a :
V(Z)=V(X,+X,)=V(X,)+V(X,)+2Cov(X,.X,)
Soit :
=£+ﬂ .£=6'25+M4+]0'12=150+I44+]20=
25 625 125 625

V()
1. Dans cette question, on prend a

a. f est nulle sur |-
On a, pour tout réel

Donc on a, pour t

Donc f est strict
f n’est pas déri

Puisque :

x=1"
Par contre, f est dérivable a droite en 1, et :

£ (l) = —124 =—6
b. Il vient, d’apres la question 1.a, pour tout réel X strictement supérieur a 1 :
f(x)=-6x"
On a donc, pour tout réel x striciement supérieur & 1 :

f‘(x}:—ﬁ(—-ﬂlx”s]:%:\'{]
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Donc f est convexe sur [1,+o9] .

c¢. L’allure de la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé est la
suivante :

CORRIGE

2.a.0na:

question 2.a:

[:f(t)dt:

nsidérée com

J(B); ‘r%dx = .rax"’dx -

2 _4x =0+ lim I(B)=1

B—4oe

sité de probabilité.

e

b. Il résulte de la question 3.a que :
; ; a a a
limI(B)=lim| ——-—— |=——
o B-ﬂw[a—l (a=1)B*" J a-1
Car, a étant un réel strictement supéricur a 1, a—1 est strictement positif, donc on a :
Jim B ==
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Par définition, et sous réserve d’existence, ona :

E(X)= Exf dx—Lx Octx-!-r —dx=0+ | “dx= lim J(B)= Ll
x* Byt a—

Ainsi X admet une espérance E(X) . et

a
E(X)=——
a-—1

c¢. Par définition, et sous réserve d’existence, on a :

E(X’):Ex’f(x)dx=Lx=-0dx+ rxz-%dxz(ﬂ r%dxz-r%dx
X X X

Posons, pour tout réel B strictement supérieur a 1:

K(B)= r%dx

B
K(B)=.[Bax'“*‘dx=[ a x‘“‘*’] e
—a+1+1

Il en résulte que :

CORRIGE

Ona:

lim K (B) =

B4

Car, a élant un réel strictement s

Donc X admet un i e ] de Koenig-Huygens :

4.a. Par défini

Compte-tenu de la définition de la densité f, et estion 1.a, il vient :

Six<1 F{x}=£061=
i a 1
Six21 F(x)=| Odi+ Fdl=0+1(x)=l——_
X
b.Ona:
1 I U N e :
Fx)=—ol-—=—& —-=—ox'=2cahx=h2sx=¢" &x=2°
2 x* 2 x' 2

https://vertuprepas.com/

TECHNOLOGIQUE

ANNALES CCIP 2013-2014 1 311


https://vertuprepas.com/

1
La solution de I’équation F(x) =% est done x =27,

5.a. Par indépendance des n variables aléatoires X, , ..., X, , on a, pour tout réel x :
P([T, >x])=P([X, >x]n[X, >x]"...n[X, >x])
=P([X, >x])P([X, >x])-..P([X, >x])
=(1-P([X, =x]))(1-P([X, <x]))...1-P([X, <X

(R F(x) (- F(x)

n fois
~(1-F(x))’
D’aprés la question 4.a, on a donc :
Six<1 P([T,>x])=1

CORRIGE

On a, pour tout réel x :

1l vient donc :

G, de T, estcelle de la
loi £ de

{l—e'“" six21

On reconnait que la fonction de répartition H, de Z  est celle de la loi exponenticlle de
parametre A =na ,done H_ suit la loi exponentielle de paramétre A =na.

L'espérance E(Z,) de Z, estdonc :

1 1
E(Z..)=I=;
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