CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, professeur au lycée Pasteur, a Neuilly-sur-Seine, et
external lecturer a 'lESSEC Business School.

1] PARTIE A : Etude d’endomorphismes de polyndémes
0 1. e Vérifions que si P € R,[X], alors ¥,(P) € R,[X].
-_—
E Tout d’abord W,(P) est bien un polyndéme comme produit et somme de polynomes.
g Puis, d°(P’) < n—1, donc d°((X —a)P’) < 1+ (n—1) ie. d°((X — a)P') < n. Ainsi d°(¥,
max(d°®(2P),d°((X — a)P’)) donc d°(V,(P)) < n.
—_——
O <n <n
o Montrons que VU, est linéaire. Soit (, 3) un couple de réels et (P, Q) € (R,[X])%.
Ona:
Wo(aP + Q) = 2(aP + BQ) + (X — a)(aP + Q) = a2P + $2Q + (X — )
d’on

U, (aP + Q) = a2P + 52Q +

—a)P'+ B(X — a)Q' = ale(B)+ Q)

hisme}% s
(k+2)Xx* - aQ

On a ainsi prouvé que | W, est un en

2. Calculons ¥,(X*) pour k

o Uy(l)=2.
e Sike[l,n], ¥,

On peut alors
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3. a. La matrice précédente est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux
cest a dire 2,3,...,n + 2.

On a donc n+1 valeurs propres pour une matrice carrée d’ordre n+1.0n sait d’apres le cours que Mp(¥,)
est diagonalisable, donc | W, est diagonalisable | et [ ses valeurs propres sont 2,3,...,n+ 2. |

b. 0n’est pas une valeur propre de ¥, d’ott | W, est un automorphisme | puisque ¢’est un endomorphisme
injectif en dimension finie.

c. On trouve immédiatement que U, (Qo) =2 =2Qo

Sikellnl, | Wa(Qr)=2Qk+ (X — k(X —a)" ' = (k+2)Qs |

d. D’aprés la question précédente, pour tout k € [0,n], Q) est un vecteur propre de ¥, pour la valeur
propre k + 2.

Sachant que le nombre de valeurs propres est égal & la dimension de R, [X], les sous-espaces propres sont
tous de dimension 1.

Dout | Q est une base du sous-espace propre de W, associé a la valeur propre k+2| .

4. a. En utilisant la formule donnant la dérivée d’un produit :

[(X = a)?P(X)) = 2(X — o) P(X) + (X — a)’P/(X) = (X — a)¥a(P) |

b. Posons Q = ¥,(P) et R = (X —a)?P(X). On a donc, po
On a par définition, pour tout z € R :

e sio A Q) = — [ - w0

(z—a)?
P(x).
U, (P)

e Siz=a, ®,(Q)(a) = @ =

Finalement, pour tout = € R, ¢,

c. Montrons pour tout Q € Ry,[
Puisque W, est bijective, il ex
D’ou @, est la fonction récip

On sait alors que

d. La matrice de ®, dans 1
diagonale, elle est donc dia

D’ou :

dans cette base, qui est

P, est diagonali ¢ et ses valeurs propres sont
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PARTIE B : Etude d’une fonction définie par une intégrale

5.a. Par définition, & est la primitive de la fonction ¢ +— ¢f(¢) qui est continue sur R.

Donc | h est de classe C! sur R et pour tout = € R, h'(z) = 2 f(). |

b. La fonction f est continue sur le segment [0, z] d’ou elle y admet un maximum et un minimum.
Donc il existe o, € [0, 2] et 5, € [0, z] tels que pour tout t € [0, 2], f(az) < f(t) < f(Bz)-

D’on, pour tout ¢ € [0, 2], tf () < tf(t) < tf(By). Il ne reste plus qu’a utiliser la croissance de I'intégratio
de 0 & = puisque z > 0 :

g T &L
/ tf(a)dt g/ tf(t)dt g/ tf(Ba)dt
0 0 0
d'on | Flaw) / 1t < / LR < f(Be) / tdt.|
0 0 0
z 22
c. Pour tout z > 0, / tdt = 5 d’ou d’apres la question précédente, pour tout z >
0
2 22
<h(@) < fB)5

o flow) < h(x) <

’ 2
T
qui donne par continuité de f en 0, f

d’ou en divisant par x

On applique alors le théore

d. Siz <0, on raisonne
a [z,0] tels que :

En multipliant,

dot,

d’on en di <@§ M.
T 2

| O(f) est de classe C* sur R* et en

®(f) est aussi continue en 0.
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h(z)

Pour tout z # 0, (f)(z) = , d’out

W (z)x? — h(z)2z _ f(z)a® — h(z)2z
xt xt

soit I’égalité demandée.

(f)(x) =

_ i (f(z) _2%) - %(f(z) - 20(f)(x))

7.a. e Supposons que f est une fonction paire.
Montrons alors que pour tout z € R*, ®(f)(—z) = ®(f)(z), ce qui prouvera que ®(f) est une fonction
paire.
1 —x
Soit € R*. On a ®(f)(—z) = ?/ tf(t)dt. Réalisons le changement de variable ¢ = —u dans cette
0

intégrale.

CORRIGE

Ce changement de variable est bien de classe C! de [0, z] dans [0, —2] et dt = (—1)du
D’ott : -
o [ = [T s 5 [ufd= e

done (f)(—z) = ®(f)(x) ie. [ ®(f) est une fonction paire |

e Si f est une fonction impaire, on procéde de méme pour établir que pour tout x € R*, ®(fYFx)
—®(f)(x).
11 reste & montrer que ®(f)(0) = —<I>(f)(0) ie. ©(f)(0) =

C’est évident puisque @(f)(0) =

b. Si f est une fonction positive,
e B(f)(0) = ( ) est positive.

e six #0, d apres les doubl

2(f)(z) > 0.

cs dans les questions 5.c. et 5. eut affirmer que

8. a. D’apres le résultat admi

Or, pour tout x # 0,

2o = [t "1t = 0(f)(x) ~

On peut en déduire que

o . RPN . ! _
b. D’aprés la question qui précede, zkxfoo O(h)(z) = 5P im )= lim f(—z)="¢
Or, pour tout = # 0,

®(h)(z) :% /0 tht)dt — iz /0 “ by
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On réalise a nouveau le changement de variable t = —u qui donne :

(1)) = [ (~u)h(-u)(-1)du = #(1)(~)

D’on, pour tout = # 0, ®(f)(z) = ®(h)(—x). Or zli&lﬁ)@(h)(—x) = g d’ott zli)lzloo@(f)(z) = g

PARTIE C : Une application en probabilité

9. e Soit z > 0. Pour tout t € [0,z], 0 < F(t) < F(x), car F est croissante sur R, d’ott 0 < tF( F(x).

CORRIGE

On integre de 0 & x :

0< / ()t < / (@)t ie. 0< / tF(t)dt < Flz) / tdt
0 0 0 0

2 T

doi 0 < = / tP(t)dt < F(z) L.
&€ 0

e Soit z < 0. Pour tout ¢ € [,0], 0 <

0
0> / P () dt

o0
e Montrons que [ = / g(@)dx converge et va
—o0

I est impropre en —oo, 0 et +00. G est une primitive de g sur | — 0o, 0[ et sur ]0, +ool.
Or G = ©(2F) et lim 2F(z) = 0, lim 2F(z) = 2 d’ou d’aprés la question 8, lim G(z) = 0 et
T——00 T—+00 T——00

0
Elil G(z) = 1. G est continue en 0 d’aprés la question 5, d’olt on peut en conclure / g(z)dz converge
200 NS

+00
et vaut G(0) — 0 et / g(z)dz converge et vaut 1 — G(0).
0

oo
On peut en conclure que / g(z)dx converge et vaut 1 — G(0) + G(0) =1
—o
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On a bien établi que [ g est une densité de probabilité d’'une variable aléatoire V. |

T

De méme, d’aprés la définition de g, on a pour tout = € R, / g(t)dt = G(z) — 0 = G(x) ce qui prouve
—00

que

| G est la fonction de répartition de V. |

12.a. e Il est évident que h; est a valeurs positives et est continue sur R* ( en fait sur R).

+00
o Il reste & montrer que / hi(xz)dx converge et vaut 1, étant donné que h; est nulle sur R™.Cette
0

intégrale n’est impropre qu’en +oo et la fonction K :  +— —e~*” est une primitive de h; sur |0, +co[. On
a lim Ki(z) =0 et lim K(z) = —1, dont
T—+00 x—0

CORRIGE

+00
/ hi(x)dx converge et vaut 0 — (—1) =1
0

ce qui permet d’affirmer que [ hy est une densité de probabilité. |

o0 +00 l
b. X; admet une espérance si et seulement si / hy (x)dx est absolument convergente i.e. / %
0 0

est convergente.

+00 1 a2
D’apres le cours, si 0 > 0, / e 27 d ¢ vaut o2 puisque @est le m e 2
—o0 0V2T 1
d’une loi normale (0,02). On choisit o = .
+oo 1 f +00
Par parité, on en déduit que / X 3, le. / onverge et
0 0

N

vaut T On peut alors en conc

+00
/ zhy(z)dx est
0

c. On obtient sans difficult:

e 1l est alors immeédiat q 1)(x) =0 et ®(Hy)

2 T T
ﬁ(/o tdt—/

2
. Six>0,H2(z):p
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La fonction Hj est de classe O sur R* et si @ # 0,

0 siz <0
Hy(@) =1 22e2? —20(1 — =) _1—(1+42%)e
2ze"x 41( e ):2 (+3z)e G0
T x
0 stz <0
En posant ho(z) = 1—-(1+ xz)e_”2 , on sait alors d’apres le cours que
QT siz >0

hsy est une densité de probabilité de Xs.

CORRIGE

too
L’existence de E(X>) est assurée par la convergence de / zho(z)dz.
0
Or, cette intégrale est impropre en 0 et +00. On a :
2 2
ha(x) ol d’ott xhy(z) ot

ce qui assure la convergence en +oo de l'intégrale précédente d’apres le théore
comparaison et les propriétés des intégrales de Riemann.

e ence par

En0, e =1—22+0(22), dott 1 - (1+2¥e? =1—(1+22)(1—2%+o0
ha(x) =0 (%) d’ott zhy(z) = o(1). L'intég ié aussement improp: nvergente.

E(X>) existe.

En conclusion,

N
Q&
&
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PARTIE D : Etude d’un espace vectoriel et d’un produit scalaire
13. a. Pour tout couple de réels (z,y),

1 1 1 1 1
2yl = [2llyl et 522 +y%) = S (e + |yl*), d'on S (2* +4%) — |eyl = S (12 + Iyl = 2fally)) = 5 (|l — 1y))?
d’apres la célebre identité remarquable. Donc

1
lzyl < 52 +97)

+oo
b. Si f et g appartiennent a Ey alors / %((f(ac))2 + (g(x))?)dz converge.
0

CORRIGE

D’apreés la question précédente, pour tout z € [0,+oc[, |f(2)g(z)| < %((f(ﬂc))2 + (g(x))?), donc par

E=)
comparaison / |f(x)g(x)|dx converge.
Jo

14. e La fonction nulle sur R™ appartient a Es.

e Si f € Ey, il est immédiat que pour tout a € R, af € Es.

e Soit f et g deux fonctions appartenant & Es. Montrons que f + g € Es. Q
€

On a ((f +9)(x))? = (f(x))% + 2f(x)g(z) + (g(x))?. Par lindarité de ’absolue convergence, montr

00

(f + g) € Es revient & montrer que / f(@)g(x)dx est abse
0

On peut alors affirmer que

F est un sous-espace

15. Montrons que les propriétés du produit scala
o D’aprés la question 13.b. (f, g) est bien
e La propriété de symétrie est vérifié
o Soit (f,g,h) € E3 et (a, ) € R

e pas
de difficulté.
e Soit f une fonction non ident
+o0
Oona(ff)y>= [ (@) : dentiqy@fent nulle sur
0

cet intervalle. D’apres la prop

11}
-
c
iL
=
2
w
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X (h 2
b. Soit X > 0et 0 < a < X. Faisons une intégration par partie sur / @d@ en posant, u(z) = (h(z))?
o T

1
3 Ces fonctions sont de classe C" sur [a, X] ce qui donne :

et v(z) = i

X (h(z))? (h(@)?]* | (X on( h(z) (h(X))* | (h(@))® 2 ¥ f(2)h(z)
/a 4 dm:[— ] +/ 323 Y€ + 3a3 +§ ” 22

33 -

2 2 2
g, B COF 2 T swe@ar

3X3 3a?
(h(x))?
s

Quand a — 04, puisque lim dz co c
=0

est finie et © +— f(2)®(f)(x) est continue en 0, /0
/ f (Jv)fI> )(@)

(h@)? _
3a?

X (h(x))?
xt

————"——"dx converge et, de plus lim
a—04

CORRIGE

On peut passer a la limite quand @ — 04 dans I’égalité obtenue par intégration par parties :

X (h(@)? (M(X))?*
/U Sl 3/ f@e

c. Cette fonction polynomiale est positive par positivité de I'intégrale de 0 & X, X > T éveloppement
du carré :

X X
/ (Af(@) + ©(f)(x))*dw = /\2/ (f(
0 0

Cette fonction polynomiale est de
de degré 1.

euic peut pas étre

Ainsi :

X
e soit elle est de degré = )dx =0 et alors l'inégalité
0

demandée est bie

o soit elle est

Jv)@(f)(ﬂc)dﬂv < f)(x))zdw>

en prenan des deux membres qui sont bien

f@)@(f)(x)da

X
donc F@)@(f)(x)d < ( [
0 0
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a. Drapres o aquesion 16, [ M0 <2 [ poyacp@ae e 1O = [ ()t
d’ou

1 1

[ o< [*sanpoa < ([ swra) ([ eneres)

X
Si / (®(f)(x))*dx = 0 alors I'inégalité demandée est triviale.
0

1
X e 3
Sinon, / (®(f)(x))dx > 0, on divise les membres de 'inégalité précédente par (/ ((ID(f)(x))zdm) ,ce
0 0

qui donne en particulier 'inégalité :

1

X H 92 X B
(/ (‘I>(f)(r))2dz> <§</0 (f(z))zdz)

CORRIGE

X +00
e. Pour tout X > 0, / (f(2))%dz < / (f(x))%dz puisque = — (f(x))? est positive. Ainsi, pour to
0 0

1

X 2 X
x>0 (M) <Suame [M@oere <y

X
On a obtenu un majorant de / (®(f)(x))%dx qui ne dépend
0

converge et /0+Oo(<l>(f)(x))2da: < %Hfﬂz

Ceci prouve que | (f) € By | et que ||

f. Pour tout X > 0, on remarque q

admettent des limites finies qua
s - 2
pon [ lim X@()(X)7 g
(B(/)(X))? ~ . Cest incomy

gence par comparaison et les p;

g. On vient donc de montrer, = 0. D’ou le passaggsa limite I1 ans ’égalité du 16.b

2,2
[@(HI = 5 (@(f

donne
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PARTIE E : Etude d’une suite

17. Voici une version de la fonction demandée :

function v=suite_v(n)

v=0

for k=1:n
v=v+k*suite_u(k)

end

v=v/(n*(n+1))
endfunction

18. a. La suite (uy,)nen+ est décroissante, minorée par 0 car positive. On sait d’apres le cours qu’elle col

L
b. On conjecture que la suite (vy,)nene est décroissante et converge vers 3 ot £ est la limite di
n n 1 n
c. Pour tout k € [1,n], up = . Dot Y kug =Y kup dott vy = ———— [ Sk | uy,
=1 =1 n(n+1) \Fo

orS k=" oy [0, >
k=1

CORRIGE

2 2"
1 2n 1 n 2n
Soit n € N*. On a vgp, = ———— ku, kuy, + k
" on(2n+1) kZ::l > 12";1

n
Or Z kup, = n(n + 1)v, et par dé
k=1 k=n+1
2n 2n
Mais Z k1 =

k) up+1 Do,
k=n+1 1

In+1)

——(n+ 1)uyq1, done,
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n+2 U1 1
Untl = Un = Ul = Ul + =

= (un41 = 2Vp41)

1,
e. Puisque pour tout n € N*, v, > 7", alors pour tout n € N*, w41 — 2v,41 < 0 donc vy41 — v, < 0 ce qui

montre que | (vn)nen est décroissante. |

Elle est aussi & valeurs positives, donc convergente. Notons ¢ sa limite.
=20 20— 4

ie vy — Upg1 ~

Si 20/ # £, alors upi1 — 20541 ~ £ — 20 00 vy — vy ~

Or c’est impossible! En effet, la série positive de terme général v,, — v,4+1 est convergente puisque la suite
200 — ¢

de terme génral v, 'est et que Z est divergente.

On a donc | 20" = { ce qui confirme la conjecture. |

CORRIGE

19. a. Par définition, pour tout N € N*,

N N 1 n 1
n = — k = [
nz::lv ;n(nﬂ) (,; “’“) Kk%‘:@]n(nﬁ»l) 1k

) 1 N N 1
Mais Z mkw:;kw(Zm).

1<ksnsN =1 n=k

N 1 N1 1 1

1
Orgcn(nﬂ)’néﬁ_nﬂ’é_Nﬂ

N N
Z Uy = Z kg
n=1 k =
ce qui donne bien pour finir que

+00

b. De la question précédente, < Z Up,
n=1

puisque (uy) est & termes pa 5 iti i sont majorées

indépendamment de N, do

ce qui n’est pas. On a donc bien lim Noy =0
N—+o00
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N
d. On déduit immédiatement par passage a la limite dans 1’égalité déja obtenue, Nuoy = Z Up — Z Up,

Foo Foo
que Z Uy = Z Vp.
n=1 n=1

n=1

20. a. Pour répondre a la question il faut montrer que :

e Pour tout n € N, 2D Z kP(Y = k) > 0 ce qui est immédiat.

+o0 1 n
. Z <7 Z kP(Y = k)) converge et vaut 1.
n=1 -1

n(n+1)f
11 suffit d’appliquer la question 19 en posant pour tout n € N*, u,, = P(Y = n).

CORRIGE

+00 n
1
O it E i t vaut 1 d’ol E — E k t vaut 1.
n a alors uy, qui converge et vau ol (n(n 0 & uk> converge et vau

n>1 n=1

On peut alors affirmer que :

b. Montrons d’abord que E(Y) > par croissance
de Pespérance E(Y) > 1.
n
Ensuite, ;kIP(Y =k Y =k) ~ E(Y)
puis pour finir

On a alors, qui par le théoréme de ence par comparaison et les propriétés

des séries de Z n’admet pas d’espéranc
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