CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, professeur au lycée Pasteur a Neuilly-sur-Seine, et external
lecturer a Essec Business School.

Probleme 1
Partie 1 ‘w
o
1. Soit & > 0. Cette stricte positivité fait que la fonction : E
o
t
T +t 8

est continue sur [0, +-oc| et son intégrale n’est donc impropre qu’en plus I'infini. Il

alors d’observer que :
—t

Vi1 ‘ -t

0< <e
x4+t
de ne pas avoir égaré I’existence de la référence exponentielle : w
et d’évoquer le principe de co
2 Q
t
158an

intégration et de bornes
*établir que :

2. Soit anouveau x > 0. out d”abord :

et il semble diffici

bien disposées

puisque, vu la positivité ambiante(*) :

Lodt

. —x+t=[1n[a:+t)

et comme a 1’évidence :
I’histoire se termine sur un squeeze a I'infini.

3. Soit derechef 2 > 0 et organisons nous en deux temps.

— Nous commengons par les observations suivantes :

(*) En d’autres lieux notre primitive eut probablement dit étre £ —1n |x4¢]. .
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— les bornes de I'intégrale définissant f(x) sont dans le sens croissant strict ;
— son intégrande est continue et positive ou nulle sur R ;

— son intégrande n’est visiblement pas identiquement nulle sur R, pour la
simple et bonne raison qu’elle ne s’y annule jamais ;

Le théoréme de stricte positivité de I'intégrale est alors catégorique. Nous avons déja
I'inégalité stricte

flz) >0

— Nous poursuivons en mettant en avant la nouvelle — mais flagrante — inégalite™

C &
Ytz 0 < —
= T4+t x
Vu que :
+o0
/ etdt =1
0
la conclusion repose a nouveau sur la croissance de 1’ intégration et suf 1 digppsition

des bornes. Maintenant, et puisque :

nant effectiven W t
flz) —— 0 Q

le squeezing proces

4. Impossi de ne pas avoir reconnu I'( xiste officiellement et qui
vaut daill tenant et encore une > 0 €omme nous n’aimons pas
u us écrivons plutdt :

e—t
r+i

dt

trop « val el vu ce qui s’est pasgé pl
+oo
B ;. A

quelal ents transforment immédiatement
en:
te
x(r+1t)
11 ne reste alors qu’a avoir bien enre;
te”! te™"
vt >
z(z+t) = a?

et de se jouer, one more time, de croissance et de bornes « bien orientées ». D ailleurs, vu
ce que nous avons rappelé supra a propos de I'(2), nous avons en réalité :

1 1
<= £ =
0 T f(=) x2
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et il résulte mentalement de 1’encadrement précédent qu’au voisinage de plus I'infini :

f@) - =o(3)

I xr

ce qui est précisément la définition de 1I’équivalence :

@) s

T—++00

Partie 2

CORRIGE

5.a. Comme x est a nouveau strictement positif, il s’agit encore une intégrale impropre

une fois en plus I'infini et comme : Q
e :

il est carrément stricteme el a la moindre
des choses. Cela étant éme dénominateur, notre tache nous
apprend que :

—t
e =

Vi1 £ ——=<xe
@t+o2 ~°

I’histoire se termine comme & la premiére questi

b. Soit £ = 0. Nous avons déja évoqué la
x + h + t ne I'est pas plus car, thank’s t

t (z+h+1t)

puisque, comm ne val@e p est ouvertement positif. Le
deuxiéme effet kiss cool de I'hypothése de maintenant d’observer que :
@+t (@4 h+t) 2 5 >0
puisque : . .
T+t22>0 of SR+t +tZ5>0

Il en ressort alors trés positivement que :

W
(x+t)2(z+h+t) a3
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et tout le monde est ravi.

c. Pour étre assurés de ne pas faire n’importe quoi, nous commengons par faire valoir
que :

— le réel f(x) existe depuis la toute premiére question ;

— ensuite, et ¢’est le troisieme effet kiss cool, il en est de méme du réel f(x + h)
puisque  + h est strictement positif comme son copain x ;

— Ilest fort heureusement indiqué que h n’est pas nul ;
— enfin, et ¢’est le récent a qui le précise, 'intégrale :

+oo e—c
——ii
| e

Ces remarques donnent alors tout son sens a notre affaire et la liné
nous améne déja a :

CORRIGE

a décidé de vivre sa vie.

flx+h) - fz

ol, histoire d’alléger

. +00[, combinaiso ire de tro1s fonctions ayant ouvertement
nment convergente etdles on de savoir(*) que son intégrale est
ent convergente. Il ors tout@fait licite de la trianguler et voila

+o0
< f [u(t)|e~"dt
0

puisque les bornes. ..
Soit alors t = 0. Il semble que la question précédente nous ait soufflé a I’oreille que :

o 2|h| _
|u(t)|e : < ';'3""\‘3 ?

(*) On rappelle que toute combinaison linéaire de fonctions absolument intégrables sur un imtervaalle est elle-méme absolument
intégrable sur cet intervalle.
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la positivité de I'exponentielle n’étant bien entendu pas étrangere & 1'histoire. Il a déja été
dit que la référence exponentielle :
+oo
/ e tdt
0

existe et nul ne peut ignorer qu’elle vaut un. La croissance et un picochouia de linéarité
de I'intégration permettent alors d’en déduire que :

+
[J mlu(t)le"dt < &{fl

&I

CORRIGE

puisque, comme dirait notre ami Pierre Albaladéjo, les bornes n’ont pas changé d’a
C’est ainsi dans une ambiance de pure transitivité que finalmente :

flz+h)— f(x) e
3 +/0 ;

6. Nous nous replagons dans le contexte d
que sans aucun état d’dme, nous avons :

Il en résulte par squee.

0
ce qui, parce que I’ nt pas la lettre h,

peut avantageusem

ght hand side ne co

+00 e—t
+ —dt
L (x+1)? -
t vis
e t

@ A

Cela montre par

et comme cette histoire vaut pour rous les réels = > 0...

7. Pourquoi diable ce réel € ? Déja que cette officielle fagon de pratiquer les intégrations par
parties « impropres » est plus que bourrine, ce n’est vraiment pas la peine d’en rajouter !

On annonce donc x et A strictement positifs et on consideére les deux fonctions :

5 1

wit—re " et vit— ———
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Comme nous n’avons pas oublié que = > 0, elles sont éminemment de classe C' sur le
segment [0, A] et nous avons :

. 1
T (z41)2

11 en résulte alors by parts que :
A =3 —A At
1
f e_dt i f = dt
o (xz+1)? z z+A Jo z+t

8. Soit a nouveau x et A deux réels strictement positif. Le passage a la limite I
tend vers plus I'infini dans 1"égalité précédente est assurément autorisé depuis lo
et il donne :
+o0 et —t
[ omtt=3- t
0 ( . /

Autant dire alors que :

Vie [0,4] W/(t)=—et et 0'(t)

CORRIGE

ce qui n’est pas pour nous déplaire

9. Notons tout d’abord que f
précédente relation et les
y est donc déja de clas:
maintenant que [

Une simple déri

B.

10. Les thé

la dernié: dant tout bétement

11. Soit tricte positivité a la fonction :

est continue sur la demi-droite fe a telle enseigne que son intégrale n’est

impropre qu’une fois. Si I'on en
fonction intérieure est clairement :

ion 10, une primitive sur [z, +0c[ de sa

w— —e~"f(u)

et vu ce qu’'a révélé la question 3, cette primitive a, en plus 1'infini, la limite finie 0. Le
test de la primitive est alors formel, notre intégrale existe et la formule de Barrow termine
1affaire puisque :

f£ +°° ?du = [~e(w)] :°° = e f(x)
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ce qui devrait satisfaire tout le monde.

I Tout cela est un peu scandaleux ! Nous avons sué sang et eau — méthode de dérivation
de Leibniz, intégration par parties et autres tribulations tortueuses — pour parvenir

péniblement & :
+o0 e~ Y
fa)=e f e}
T ki

alors que cette égalité s’obtient mentalement en partant de la définition :

oo B—t
fla) = £ Pt

CORRIGE

et en lui prodiguant le changement de variable affine :
t=u—=x

dont la Iégalisation est aussi évidente que celle
simple...

la quadrature du carré ! Po

12. Nous venons de démontrer que :

et nous n’avons pas pe

+o0 e

—du

et il résulte alo

Bref : _—
4 71 1
nzf e—du = o(—2) et Yn=1 — =0
T uw T n

Vu que la série de Riemman de parametre deux converge, le principe de prépondérance
en signe positif régle cette affaire et la série concernée est définitivement convergente.
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Partie 3

14. Notons que nous sommes bien battus pour établir que la fonction f est a valeurs
strictement positives et il en résulte en particulier que :

f1)>0

Nous pouvons alors nous organiser.

— Vu notre pertinente et liminaire remarque, la fonction h est clairement et farpa
ment définie sur R.

— Cette méme remarque fait que /i est assurément a valeurs positives ou n

CORRIGE

— La fonction / n’a assurément qu’un seul point de discontinuité, en I’gecu
7610,

— Il ne reste enfin qu’a observer que I'intégrale :

s I'infini et nous avo: eur d’asséner que :

lons que les intégrales perme-
ntrés — sont automatiquement
lent bien exister...

tes des 'instant

ons tout d’abo

t.-t
€ _dt
1+t
te~t et
Y= 0 =et-
= 1+t 14+t

i telle enseigne que, grice a la sempiternelle et au réveil du physio, nous avons :

400 -t
j‘ g1 ()
0

1+1
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Voila donc in fine que :

E(X) 1

.
ey

Probléeme 2

A la lecture du texte, nous comprenons que le concepteur souhaite — & juste titre —
attirer notre attention sur le role joué par les matrices (1, 1) dans les calculs et nous amene
a réfléchir sur la pratique absolument courante qui consiste a les identifier a 1'unique
scalaire se trouvant a I'intérieur, ce qui, grosso modo, consiste a oser écrire :

YVae K  a=/a]

CORRIGE

Nous allons alors constater que cette identification peut parfois avoir ses limites e
comme toujours, il est important de ne pas faire n’importe quoi. Un des premiers
concernant ces droles de matrices est livré par I’amusant et trés facile lemme suj

LEMME MATRICES DES D'ORDRE UN ET DU PRODUIT :
Soit a un scalaire quelconque.

i. Soit C' une matrice colonne quelco

mais attention cela est total énent insensé, lg
matrice colonne.

‘est pas une

ii. Soit L une matri

mais attention cela
matrice ligne.

faux, voire carrémenginsens. e L n’est pas une

ant de la situation iste enl@présence a gauche du
de l'authentique triciel « x » d’Arthur Cayley.

Toute la finesse et
produit externe «

C’est ici que no strer les limites euse identification. Si a est un
scalaire et si R rectangulaire guélco produit externe :

a
est totalement sensé alors que le produit matriciel :
[alx R

ne ’est généralement jamais ! A bon entendeur donc. ..

Partie 1

1. Au vu et au su des formats des unes et des autres, la matrice Ay est parfaitement définie
et est carrée d’ordre 4. Organisons-nous alors en deux temps :
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— Soit X appartenant au noyau de Aq. Nous avons :
Up-Vo' - X =0

et il faut impérativement capter que, Uy est justement une matrice colonne et que V" - X
est justement une matrice (1. 1) dont I’élément intérieur est d’ailleurs :

<V, X >

Bien siir, parce qu’il n’y a aucune raison que sans priver, nous notons ici <, > le prod

scalaire canonique sur My ; (R). Notre amusant résultat permet alors d’en dédu

CORRIGE

<Vo,X> -Uy=0

et comme Uy n’est pas nulle il s ensuit que :

Xe{W}" Q
— La réciproque étant quant a ell; ent triviale, nous déd finé que :

L

Eo(Ao) = {

Comme le vecteur Vj es 1, 1a fomule « di _un orthogonal »

indique alors mental
=4 — dim Vect Vy
ce qui dém

attaché est
sous-espac

bel et bien valeur p de Ay et que I'espace propre
reste alors a trouver une canonique orthogonal du
estement formé des ¢ es :

ik .
1 0
y 0 +-2 1 +t 0
0 0 L1
et la famille :
1 -2 17
1 0 0
(Jo]*] 1 []o])
0 0 1]
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dont la liberté — profondeurs différentes — se voit comme le nez au milieu de la figure,
devrait définitivement faire ’affaire.

2.a. On trouve aisément :
Ap- Uy = Uy

et comme Uy n’est pas nul, le réel 1 est aussi valeur propre de Ag et :
Us € E1(Ao)
b. Nous avons une valeur propre, en ’occurrence 0, qui produit un espace propre de

dimension 3 et nous venons de tomber sur une autre valeur propre en la personne du réel
un. Nous rappelons alors deux choses capitales :

CORRIGE

— un espace propre n’est jamais nul, a telle enseigne que :

d.i.TI'LE](A()) =21

— larégle du non-dépassement qui, dans le cas présent, entraine :

dimE(4o) =1 ;

Il ne peut plus y avoir de
donc :

La condition nécessai
fameuse cns du com

c. Comme nous ¢ aitement nos classiqués; nou:

et nous pouvons
Partie 2

3. 11 est assez clair que « tr » applique bien ) dans R et sa linéarité repose
essentiellement sur celle de la sommation. C’est le résultat archi classique selon lequel la
trace est une forme linéaire sur M, (IR ).

4. Soit A et B deux matrices réelles carrées d’ordre n. Grice a la formule du produit
matriciel, nous avons :

n T

tr(AB) = Z{AB)ii = Z 2“: AijBji

=1 i=1 j=1
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et de la méme fagon :

ki ™ T
tr(BA) =) (BA);; =D Bjidi
i=1

j=1i=1

Les scalaires commutent et il existe sur le marché une formule dite d’inversion
sommations. So...

5. Soit a nouveau A une matrice réelle carrée d’ordre . La méme argumentation con
cette fois a: . o
tT(AT : A) = Z(Af : A)ii = ZZAIjAji
i=1 i=1 j=1
et une simple gestion de transpositition assure effectivement que :
T n
tr(AT-4) =) 4%

i=1 j=1
I Signalons, juste pour la cul ce dernier scalaire n’e; carré de la

Partie 3
6.a. Nous avo
U vT

enirée [ﬂ, 1) fit (1, ﬂ.) 5o

CORRIGE

(entrée, sortie),le résultat
est assuré .1). Soi d’entiers de [1, n]. I ne fait

b. 1

¢. Les colonnes de la matrice U -
wnmU o wU ; - u,U

et comme I'image d’une matrice est I'espace vectoriel engendré par ses own columns on
déduit déja que :
Im(U - VT) C VectU

mais ce n’est pas fini, comme la colonne V' n’est pas nulle.1'un des »; au moins n’est pas
nul.
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7.a. La matrice A n’est pas nulle — elle est de rang 1 — et elle posséde donc au moins
une colonne non-nulle. Nous proposons alors pour jo, n’importe quel entier de [1, n] tel
que :

Cio(A) #0

Comme dim Im A = 1 et que Cj, (A) appartient a notre image, nous avons évidemment :
ImA = VectC;,(A)

Soit alors j € [1,n]. Comme la colonne C;(A) appartient également a notre image, il
existe effectivement un scalaire «; tel que :

CORRIGE

Cj(A) = a;C;5,(A)

" Au risque de radoter, nous insistons sur le point suivant : les colonnes d’une 1y
quelconque appartiennent a son image et elles en forment méme une famille gé

I Voici une autre chose qui va s’avérer cruciale plus bas. Nous espérons TQISSer
personne en affirmant que :

b. Soit i et j appartenant a [1,n ns
revendiquer 1’égalité :

et la récente question 6.

si nous proposons :

Ces propositions
depuis fort longte
doigt sur :

" Pour bien co
noter en listes les matrices colonnes ce qui
la place...

8. Il suffit de faire la synthése de ce qui a été raconté lors des récentes questions 6 et 7.
Une matrice A € M,,(IR) n’est de rang 1 que si, et seulement s’il existe deux colonnes
non nulles U et V' réelles de hauteur 7 telles que :

A=U-VT (%)

I" Le texte n’aborde pas le probléme de I’ unicité d un tel couple (U, V). Signalons pour la
culture qu’il ne I'est pas du tout. Il ne I’est seulement — ce qui n’est pas anodin ! — qu’a
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une homothétie prés, ce qui signifie que si (U, Vp) est un couple convenable, les couples
convenables sont exactement les :

(aUa,a_lVg] ol aelR*

Le lecteur un tant soit peu curieux pourra essayer de démontrer cela.

I 11 est trés facile de constater que IR ne joue aucun rdle majeur dans les conclusions d
deux précédentes parties. Tout ce qui y a été dit vaut, mot pour mot, pour des matric
coefficients complexes qui pourraient méme se payer le luxe d’étre rectangulaires !

Partie 4

CORRIGE

9. Soit i et j deux éléments de [1,n]. Le facile calcul de I’élément en place (i,
produit matriciel en question a déja été effectué maintes fois et nous ne cr
pas d’affirmer ici que :

(Ux - UyT), =p(X =i)-p(Y =

ij

Comme il est dit que X et Y sont in
(Ux .

et autant dire alors que :

somme de leurs entrées
alors catégorique. Nous

tre que la somme :

n

> op(X =in[y =j))

i=1

Les habitués des problemes de couples — particuliérement les liens entre conjointe et
marges — savent alors bien que :

Zp({X =i N[Y =j]) =p(X =1) = (Ux),
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et nous avons effectivement établi que :

Ci(M) +- -+ Cn(M) = Ux

b. Aurisque de radoter, nous rappelons que 1'image d’une matrice est 1’espace vectoriel
engendré by its own columns et I’égalité précédente révéle en particulier que :

Ux e ImM

QOui mais voila, Im M est de dimension 1 — une droite vectorielle donc — et nous avons
déja signalé que Uy n’est pas nulle. Il n’en faut alors pas plus pour déja réclamer :

Q

CORRIGE

ImM = VectUy

Soit alors j € [1.n]. Comme C;(M) appartient 2 Im M, il existe fatalement un
tel que :
C;(M) = B;Ux

que les « conseillers

p(Y =)

pra transforment en ‘Q

- La somme la colonne 3;U
entrées de Uy va ;

t a elle 3; puisque celle des

n doute que :
B =
d. Soit i et j deux éléments de [1. n[. Nous savons désormais que :
C5(M) =p(Y = j)Ux
nous identifions les termes de la " ligne et voila, comme par miracle, que :
P(X =in[Y =4]) =p(Y =j) - p(X =1)

chronique d’une indépendance annoncée. ..
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Partie 5

11. M est dit que rg A = 1 et que n = 2. Le test du rang est alors formel, la matrice A
n’est pas inversible et 0 est donc bel et bien une de ses valeurs propres. Cela étant et si
I’on en croit le théoréme du rang, nous devrions avoir :

dimEg(A) =n—1

d’oll un espace propre trés hyperlanant. ..

12. Lors de la question 6.b, nous avons croisé 1’égalité :

trA:Zts§v§=<U,V> ?

CORRIGE

i=1
et produit scalaire canonique oblige, le produit :
V.U

ent

C NOUs avons

en nous autorisant I’ écriture :

== b8
que le déb b
[ 1’4
oy ;

tre début de texte pren:

A? T
alors bien sur,
13. Le polynéme X2 est mmﬂate&ule racine est zéro. L important théme
« annulateur et spectre » révele ainsi que :
Spec A C {0}
et comple tenu de la question 11 1'on a carrément :

Spec A = {0}

https://vertuprepas.com/
144 1 ANNALES CCIP 2013-2014

W
=
o
&
=
r4
w
o
N



https://vertuprepas.com/

()

Supposons alors par 1’absurde que A soit diagonalisable. Comme elle est monovaleur-
propre zéro, un simple mais important argument obligerait :

A=0
ce qui n’est pas vraiment trés raisonnable puisque rg A = 1.
14. C’est reparti pour un tour ! Nous avons tour a tour :
AxU=UxV'xU=Ux[a]=a'U

et comme U est précisée non nulle, nous découvrons une nouvelle valeur propre, en 1
personne du réel a. Nous disposons donc de deux valeurs propres de A, en 1’occurrenc
0, qui est accompagnée d’un espace propre de dimension n — 1, et la nouvelle venue
nous rappelons a nouveau deux choses capitales

CORRIGE

— un espace propre n’est jamais nul, ce qui impose ici :

dimE,(4) > 1

— larégle du non dépassement(*) s

dimEg(A) + di

Bref, nous avons inéluctabl

A
Du coup, le plein L puisque :

o(A) + dimE,(A)

I'intrusion d’un isieme valeur proprg yenue e part devant trés
fortement fach non over rule » ! Ai

Spec A = {

et la conditios suffisante des
comptable — re.

paces propres — la cns du

" Nous avo: (e} ns du texte mais nous aurions préféré
suivre la piste suivante. Comme :

A*=aA et a#0
I’on déduit mentalement que :
e
a - a
Lorsque M &M, (K), toute somme de di ions d’esp Ex(M) hés i des scalaires A différents ne peut jamais

dépasser 'entier n.
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La matrice A/a, désormais matrice de projecteur, est donc tranquilement diagonalisable
et sa copine :

se doit de I"étre également.
15. Tout a été dit aux récentes questions 13 et 14. Here you are :

Soit A une matrice de M, (R) de rang 1. On a I’équivalence logique :

A diagonalisable <= trAd#0

CORRIGE

" Nous faisons remarquer que tout ce qui a été fait dans cette cinquiéme p
une fois, mot pour mot, pour des matrices a coefficients complexes.

Partie 6

16. Nous allons nous organiser en qua

— Soit M et N appartenant a
d’ordre n, leur produit est don
qui, du coup, posséde une

Autant dire que <, >

évidente.

— Soit, pour finir, M une matrice wlle de M, (R). Nous avons :

n mn

M. M>=>5 M

i=1 j=1

etil s’agit a I’évidence d’une somme de réels positifs ou nuls dont au moins 1'un d’entre-
eux est strictement positif. Nul doute alors que :

<M,M>>0
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ce qui nous permet d’envisager la suite.

I" Toute ressemblance avec le fameux produit scalaire de David Hilbert et Ehrard Schmidt
est plus qu’une simple coincidence. La norme euclidienne qui lui est attachée s’appelle,
quant a elle, norme de Issai Schur.

17. En ce qui concerne la symétrie on peut la déduire de I'incontournable dressing 1T
undressing principle selon lequel I'on a tour a tour : O
S=(v-v)'=v.v'=5 x
On peut également la déduire du 6.a qui stipule ici que : 8
5= (o]
ity 1gi,jsn

matrice éminemment symétrique. D autre part, si 1’on en croit, la récente quegti
nous devrions avoir :
S =(rs

et comme :

nous pouvons changer de qu

18.a. Nous nous organi

— Soit M €
encore une matrice ¢ ire ainsi e bien M,,(R) dans
lui-méme.

— La linéarité

droite du produit
matriciel par rappo i

aire.

— Soit pour fi a ] "un c6té et tour a tour :

C’est donc sans autre forme de proces que nous avons :
<®(M), N>=<M, &(N)>

et nous voici donc aux origines de la symétrie.

b. Soit a nouveau M € M,,(R). Nous avons sans surprise :

(M) = ®(SM) = S°M = SM
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la derniére égalité procédant d une projection de la question 17. Autant dire alors que :
(M) = &(M)

et comme cela vaut pour toutes les M...

L’opérateur ¢ est donc désormais un projecteur, et comme pour tous les projecteurs,
monde, nous avons :
Spec® C {0,1}

puisque le polynéme X (X — 1)...

¢. Nous ne dirons que deux choses :

CORRIGE

— Primo, pour la simple et bonne raison que ¢ est un projecteur de ne
fait aucun doute(*) que :
M, (R) = Ker® & Im P

et nul ne peut ignorer que : ‘
a telle enseigne que finalme. Q

officiel lemme d’ortho-
gonalité , ux et qu’en particulier :

Eo(®) L Ey
ce qui :
Ker® L (P

(*) Les projecteurs font partie des fameux endomorphismes « kis » 4 savoir cenx dont le noyau et I'image sont supplémentaires
dans I'espace ambiant.
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