CORRIGE

Par Frédéric Brossard, professeur en CPGE a Intégrale, a Paris.

Exercice 1
R} - R
(z,y,2) = z(y? + 22 +1)

R+
el

1. La fonction { est C? sur R? car polynomiale.

R —
La fonction est C?
t—

R?* - R

2 3
(@,2) g2 1) est C° sur R

Donc par composition {

@fe):1:11c]S

R} - R
La projection { est C? sur R?
(@,y,2) > @

Donc f est bien C? sur Pouvert R? en tant que produit de fonctions C?
2. M(xz,y, z) est point critique de f ssi (S) : V(f)(z,y,z) = (0,0,0)

o (f)(z,y,2) =0 TN (14 (12 4 22 + 1)) =0
(9): = {®h(f)(z,y.2)=0 2a2yet W+ +

35(f)(x,y,2) =0 222 26"+

1+ @ +22+ D)z =0
(9): <= 222y =0

2222 =0

On a forcément x # 0 sinon la p; de solution puisq
Donc nécessairement y =

Le seul point critique de

3. a) fétant C2, d’aprés |
3%3!‘(% Yy, 2) = aglf

warz, ¥(z,y, 2) € R30%,
s f(x,y,2) = 05 f (@,
R f(zy,2) =W D(2+(y>+22+1)z)

R f(w,y,2) = e z32%) My f(x,y 2+z2+1)2:ry(2 + (2 + 22+ 1))

Raf(r,,7) = (422 + 1)) =) = daPyzer D)
1
- 0 0
¢ 2
b) Au point critique, la Hessienne est | 0 = 0
e
2
0 0 -
@

1 2
Cette matrice est diagonale, ses valeurs propres sont les termes diagonaux — et — qui sont non
€ €

1
nuls et positifs. Donc f admet un minimul local au point critique M (—1,0,0) qui vaut -
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4. a) Y(z,y,2) R P+ 224121

Siz >0 x(y? + 22+ 1) > x et par croissance de Pexponentielle e*®*+2*+1) > o
ainsi ze? W’ T4 > gev

Siz <0, z>z(y®+2°+1) donc e® > e*@*+2°+1) ainsi en multipliant par x qui est négatif,
xez(y2+z2+1) > et

=3
=

R—=R
La fonction { est O sur R. Sa dérivée s’annule en —1 en changeant de signeget elle
T

ze”®

-1 -1
présente un minimum global en ce point qui vaut —. Or f(—1,0,0) = —.
€ €

Ainsi, V(z,y,2) € R3, f(z,y,2) > f(—1,0,0) donc le minimum est global.

CORRIGE

5. Notons g1(z,y,2) =z et ga(z,y, z) =y + z les formes linéaires associées & la contrai

Si f posséde un minimum global au point M(1,0,0) alors nécessairement VH ( el que
Mo+ H €C, f(My+ H) > f(Mo)

1 =1 =
Soit H un tel point, My + H € C <= +h — h=0

k+1=0 k+1=0

F(My + H) — f(Mg) = (1 + h)e(WHMUEHEFD) _ o — k41241

Or V(k,1) € RZ k2 + 12+ 12> 1 d

Donc on a bien démontrée

€ R3 tel que My + Hi
présente un minimum i

te. Ce minimum prend

> f(My) ainsi f

6. La fonction de ¢ 2(y? + 22+ 1) est @
V(¢)(z,y, 22). La contrainte n’est donc pa ique sur louvert puisque la
premiére dient ne s’annule nulle .
Si f poss sous la contrainte C' au point (z, J; lors I\ € R tel que

[(Mo + H) = f(Mo) = (1 + h)e! = ((1+h)e—e))

Mais (1+h) = donc 0 <1+ h <1donc f(My+ H)— f(Mp) <0

1
(K2 +12+1)

Ainsi YH(h, k,1) € R® tel que My + H vérifie aussi la contrainte on a f(Mo + H) — f(Mp) < 0 donc
f présente un maximum global en (1, 0,0) sous la contrainte C’
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Exercice 2

1. a)

b)

2. a)

(=9
=

3. Z, admet une espér
0
rité E(Z,) = 3

Posons Z,, = 2Z,, alors Z,, est une fonction du n-échanti

A estimer et E(Z,) = 0 donc c’est un estimateur sans biais de 6

4. a)

b)

Osiz<0
Fx(z): %six €[0,0]
lsiz>0
0 &
E(X)=§ V(X):E

n=input (’n’)
theta=input (’theta’)
Yn=max(grand(1,n,’unf’,0,theta))

Soit @ € R, Fy(x) = P(Y, < 2) = P(maa(X1, ..., X,) < 2) = P((X; <))
1

CORRIGE

Les variables X; étant mutuellement indépendantes et suivant la méme loi que X, on a :

Fala) = P(Y, <) = [1 P(X; < 2) = F(a)"
i=1
Osiz <0
Dot F,(z) : (%)"szx € 0,6
lsiz>0

F est la fonction de répartition d’une variable a
tuellement en 0 et 0. F,, étant la composée de
est donc continue sur R et C! sauf éventuy

F,, est donc la fonction de répartiti
tout point x ot F, est C' par F,

O0siz<0
. !
Soit fu(z) : n g si

lsiz >

Y,, possede une espér: vt est compact et

0 gn n
E(Y,) = [n—dz = 0
(¥a) Ofné'” v (n+1)
D’autre part, Y, es u n-échantillon (X7, . n ndante du parametre a es-

0.

timer donc c’est w

lim E(Y,)=0

n—+00

biais de 6

stimateur asymptg

somme finie d eftant une espérance et par linéa-

... X) indépendante du parameétre

Ve > 0, Erf P(lan —al >c)=0¢et R, 4 R donc anRy, 5 4R d’apres le théoréme de Slutsky
n- 00
Soit T}, un estimateur de 0 possédant deux ordres de convergence « et § avec 0 < a < 3
Vn € N*, n® = n®Pnf(T;, — 0)
Posons a, =n*?, lim a, =0
n—-+oo
nP(T;, — 0) converge en loi vers une variable aléatoire R qui n’est pas quasi certainement nulle.

Donc en appliquant le lemme précédent, (a,n”(T;, — 0))nen+ va converger en loi vers la variable
certaine nulle, ce qui n’est pas possible puisque a,n? (T}, — 0) = n®(T;, — 0)
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5. Y(Q) =] - 00,0]

Soit > 0, Fy(z) =1

|8

Soit £ <0, Fy(2) =P(-T<2)=P(T>-2)=1-P(T'<—xz)=e

6. a) Soit z >0, P(n(Yn—G)gx):P(YnSG—ﬁ-%):Fn(e-&-%):l

car0+£21
n

b) De la méme manieére, si < 0 et n > —Tz alors P(n(Y, —6) <) = Fp.(6+ f)
n

avecOS0+%<9donc

CORRIGE

Pn(¥, ) <o) = 0+ Dy = (14 Dy
¢) Soit z >0, P(n(Y, —0) <xz)=1= Fy(x)

Six<0,ElnoeN,Vnzno,nZ%etP(n(Yn—H)Sx)z(l-&-%)”

T
nln(1+—7)

r nf

Or pour tout n > ng, (1+ 70)71 =
n

x x
Et nln(1 + E) ol donc

On a ainsi démontré

Donc n e convergence 1

ire centrée réduite associée
érance F(2X) et méme

ite de variables indépendantes (2X;)
) donc d’apreés le théoréme limite

en loi vers une variable une loi normale centrée réduite.

0 vEX) =4 = R 7. :%(z}-e)

*

erge en loi vers une atoire centrée réduite alors /n(Z, —6) =

9/\
—Z,
Ve

ble non quasi-certainement nulle et par unicité de

l'ordre de convergence, celui-ci va
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Exercice 3

1. a) Le théoréme du rang permet d’écrire que dim(E) = dim(Ker(p)) + dim(Im(p))
p(x) =0
ek  x=py)

p(z) = 0= p?(y) = p(y) donc p(y) = 0 donc = = 0.
Ainsi Im(p)) N Ker(p) C {0} et comme 0 € I'm(p)) (N Ker(p) alors Im(p)) N Ker(p) = {0}

Soit @ € Im(p)) N Ker(p) alors {

m(p) N Ker(p) = {0} done .= Ker(p) & Imiz)

b) Soit z € Im(p) alors Iy € E, z = p(y)

{dim(E) = dim(Ker(p)) + dim(Im(p))

Donc z — p(z) = p(y) — p*(y) = p(y) — p(y) = 0 donc = € Ker(Id —p) donc Im(p) C Ker(Id—p)
Réciproquement, si x € Ker(Id — p) alors = p(z) donc x € Im(p) d’ott Ker(Id—p) C Im(p)
Donc Im(p) = Ker(Id — p)

Le polynéme X2 — X étant annulateur, les seules valeurs propres possibles de p sont 0

o
-~

Si p est un projecteur trivial (Id ou ) alors sa matrice dans toute base est diag

diagonalisable.

Si p n’est pas un projecteur trivial alors K

diagonale et dim(Ker(p — Id))
Tr(p) = dim(Ker(p — Id)) =

2. Initialisation : soit £y un < dim(FE1) donc la propriété est isée.

Hérédité : supposons qu’ non nul tel que pour tout n sev de E on ait
dim(Ey + ...+ E,) < di EBn)
Soit Fy,41 un sev alors ‘

dim(Ey + ... + Epq1) )+ dim(Ep41) — ) (N Ent1)

+ ...+ E,)+dim
re n : dim(Ey+... 1)+ +dim(Ey)+dim(Ep41)

E =

Donc dim(Ey + ... +

Et en appliquant la r

3. Supposons que p; o

k
Alors ¢f = Y p? + > pio
=10 g)elthlizi

Donc g est un projecteur.
a) Soit x € Im(qr), Wy € B, v = q(y) = (pr+ - +06) @) = P1(y) + . + Pa(v)
Or Vi € [1,k], pi(y) € Im(p;)

Donc « € Im(p1) + ... + Im(py) d’ott Im(qx) C Im(p1) + ... + Im(py)
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b) Par linéarité de la trace, Tr(qx) = dim(Im(qi)) = f:lTr(pi) = 'kzldim(lm(pi))
i= i=
D’aprés la question précédente, on a dim(Im(qg)) < dim(Im(p1) + ... + Im(py))
Et comme dim(Im(py) + ... + Im(pg)) < édim(fm(Pi))
i=
Alors nécessairement dim(Im(qy)) = dim(Im(p1) + ... + Im(pg))
Ainsi les deux ensembles ont méme dimension donc I'm(g;) = Im(p1) + ... + Im(pg)

¢) Montrons que la somme Im(p1) + ... + Im(py) est directe en montrant que 0 se déc
maniére unique.

CORRIGE

Soit (21, ...,x5) € Im(p1) + ... + Im(pi) tel que 0 =1 + ... +
Donc 3(y1, - yx) € E, 0=p1(y1) + .. + pr(yx)

On applique p; & cette égalité :

p1(0) =0=pi(y) +0carsij# 1, prop; =0
Or p3(y1) = p1(y1) = 21 donc z1 =

On démontre de méme que
est directe.

, ¢; = 0 ainsi la’'décomposi nique et la somme

o
=
=

Soit j e [1,k], i tout € E on aura
p;(@) € Im(p; ¢

Soit
or Im(

ar la somme est directe.
Comme cela est vrai pour tout € E alors p; op; = 0
Donc ¥(i;j) € [1,k], i # j, piop; =0

6. On a trouvé une condition nécessaire et suffisante pour qu’une somme de projecteurs soit un projec-
teur & savoir que py + ... + pj, est un projecteur si et seulement si V(¢, j) € [1,k], i # j, piop; = 6
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Probléeme

1. a) u=sum(1 ./x)-log(n)

1
b) Soit k # 0, la fonction z +— p est continue sur [k, k 4 1] et décroissante.

k+1 1 k+11 k+11
dt < [ —dt < [ —dt soit
L Er1YS T Lk
L<ln(k+l)—ln(k)<l
k+1— ~k

@fe):1:11c]S

o
~

Soit n € N*, soit k € [1,n], on a : in(k+ 1) — In(k) <

el

On somme ces inégalités pour k variant de 1an —1:

< u,, donc u, >0

S

n=117 1
In(n) —In(1) < 1;1 5 et en rajoutant - de chaque coté :

1
8 L < _
De méme on a Pl s In(k+1) — In(k)

D’otl en sommant, cette fois entre 1 et n — 1 :

Q
&

sur [0, z], on'peut intégrer :

En changeant d’indice dans la somme e

no1
ZE—lglnndoncungl
=1

et 6tant 1 coté gauche :

n n—1 1—t
2.a) L trl= Y=
p=1 p=0 1-t

b) Les fonctions intervena écédente étant continu

Soit par linéarité de a somme finie & gauche,

n
52 i
p=1 D
t" t"
vt e [0 1-t> <
0 ¥t el0.4], S
D’autre part Vit
On peut intégrer ces deux inégalités entre 0 e b s de l'intégrale étant dans l'ordre
croissant :
z g 1 gt
0< dt <
—0f17t Shtll-—a
1 gntl
Or lim 2" = 0 puisque z € [0,1[ donc lim —— = 0 et ainsi par encadrement
n—>+ooﬁl+1 n—+oon+11—x
z
lim [——dt=0
n—+oopy 1 —t¢

d) On peut ainsi passer a la limite dans I'égalité de la question b) et la suite des sommes partielles de

P

la série a termes positifs > — admet pour limite —Iin(1 — z) donc la série converge et sa somme
p>1 P

vaut —In(1 — z)

. n n k n n i n n
3. a) Soit neN', Yo=Y Yajbpj=3 Yajbk—j=3 aj 3 by
k=1 k=1j=1 Jj=lk=j Jj=1 k=j
(inversion de containtes 1 < j < k < n)

https://vertuprepas.com/

w
=)
o
=
=
r
-
S,
)

ANNALES CCIR 2020-2021 | 85



D’autre part (E ag)( E br) = i i
Or, tous les termes intervenants étant positifs, Z a; Z bp—j < Enj 2":
j=1 k=j Jj=1 k=0
donc Z o < (Z a,)(kZ br)
=1 —
2n n
On montre de méme que Z Cp > (Z a;)( 32 br)

j=1 k=0
b) Les séries & termes positifs Y- a,, et 3 b, convergent, soit A et B leurs sommes respectivegiPour

tout n € N*, (_il aj)(kiobk) < AB
2N

D’apres la question précédente, on en déduit que la suite des sommes partielles de la série es
positifs Y ¢, est majorée donc la série converge, soit C' sa somme.

CORRIGE

Par passage a la limite dans 'inégalité de la question précédente, on a ainsi C' < donc

+o0 +00 +o00
2oen < (X an)( X ba)
n=1 n=1 k=0

¢) i. La convergence de la série de terme général aj a été démontrée a la 2d. Quant a
la série de terme général by, il s’agit du terme général d’une série meé nvergente
puisque 0 < |z| < 1

ii. a=(x .AW ./ u
b=[1,x .Au]
c=sum(a .*b(v))

iii. Soit n € N*,

4. a) i a premiére partie. Les série et Y " sont & termes positifs

truite sur ces 2 séries et dont on viertide calculer le terme générique

1
b) = . et que d’apre; icre partie E —=-in(l-x)

n=1

1—z

logarithme, Vo > r—1<z

Or la série & termes positifs de term na"~! est convergente en tant que série géométrique

dérivée d’ordre 1 avec 0 < |z| < 1 don¢ par théoréme de comparaison pour les séries & termes
positifs, la série Y- (Inn)z™ converge.

6. a)0< Inn<1

.
1k

I M:w
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