CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, professeur au lycée Pasteur, a Neuilly-sur-Seine, et
external lecturer a 'lESSEC Business School.

Exercice I

1 0 0
1. a) OnaA’=|—-6 7 —6
-3 3 =2

On cherche un polyndme annulateur P de degré 2 donc 3 réels (a,b,c) tels que
P(A) = aA? +bA +cI = O (o O est la matrice nulle de .73 (R)
En écrivant les termes de la premiére colonne de P(A) on obtient les 3 équations :
a+b+c=0
—6a—2b=0
—3a—b=0
Ce systeme est de rang 2 et une solution est (1,—3,2) et on vérifie que le polyndme

‘ P(X) = X? —3X +2 est bien annulateur de A ‘

b) Les racines de P sont A; = 1 et A, =2 donc|Sp(A) C {1,2
¢) ryestlerang de A—1.Onary # 3 donc A—1 non
théoréme du rang, on a dim(ker(A —1)) =
De méme, r; est le rang de A — 2/ et
dimension du sous-espace propre as
d) Soitx € Ker(f—1d) et

xeKer(f—1d) <= = ¢ —2a+2b—2c =

Soitx € Ker(f —2 e vecteur colonne des ées de x dans la base canonique.
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0 —a=0
=0
xeKer(f—20d) == (S): (A—2DX = | 0| = 72a+b72c:0(:>{ba ,
=2c
0 —a+b—2c=0
Ker(f —21d) = Veer{(0,2,1)}

D’ou

2. a) dim(ker(f —Id))+dim(Ker(f —2Id)) = 3 donc f est diagonalisable et il existe donc une base formée de
vecteurs propres (dans laquelle la matrice de f est d’ailleurs diagonale).
Compte tenu des hypotheses, on pose u; = (1,1,0) (u; € Ker(f —Id) car somme des vecteurs de la base
de Ker(f —Id) trouvés a la question 1) d)) et v, = (0,2, 1) € Ker(f —2Id)
1l reste a déterminer v; de coordonnées (0,a,b) tel que vi € Ker(f —1Id) et (uy,v;) forme une familleTibry
Prenons v; = (0,1, 1), il vérifie bien les conditions définies ci-dessus.

D’oit u1:(1,1,0);\)1:(0,1,1);vz:(0,2,1)‘

b) Soient (x1,x2,x3) les coordonnées de x dans la base (uy,vy,v2) alors x = xjuj +xav) +x3
X1 =a X1 =a X1 =a
Donc (S):{ ;4203 =b—a<+=<{ n+2x3=b—a <= xx=a—b+2c
X+x3=c x3=b—a—c x3=—-a+b—c
3. a) Soient (ey,...,¢,) les vecteurs composant la base 4 Comme la matrice de f d est e alors les
e; sont vecteurs propres.
Soiti € [1,n],3j € [1,p], f(ei) = Aje;
Soit E; le vecteur colonne correspon ae; a-alors DE; = A;E; donc (D —
p
Dans le produit ] (D — Al,,) S ites les maf iagonales, donc
k=1

11(D— M) Es = (
k=1

CORRIGE

p
Donc [T (f — 4 vecteurs d’une bas, dormorphisme est I’endomor-
k=1

b) Vie p—1ldoncL; e R, [X]
la famille (Li,...,L,) es] i.de cardinal p. Pour montrer que c’est une base de

3
R” tels que Y. Wil =

i=

J
Y wiLi(A;) = 0 soi restant).
i=1

(M1, 1p) = (0,..,0) la famij
‘ (Li,...,Lp) est une base de

Donc|P = .Z P(N)L;
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d) On applique la relation précédente au polyndme constant 1

P P
=Y 1L=YL
i=1 i=1

P
5. a) Soitx € E, (f — Add)oLy(f)(x) = (———— [1 (f — A;1d))(x) car f commute avec toutes ses puissances
I A=A j=1
i=Lizk
etavec Id
d P
Or le polynome [T (X — A) est annulateur de f donc (———— [ (f — A;Id))(x) = Of
k=1 1T =2 j=1

i=Lizk

Done| Li(f)(x) € Ker(f — ld)|

b) 1= ¥ LidoncId = ¥ Li(f)
i=1 i=1

P
Soit x € E, Id(x) = x = Y. Li(f)(x) ce qui correspond a la décomposition cherchée compte tenu de la
=1

CORRIGE

réponse a la question précédente

6. OnalLi=2—-Xetl,=X—1
Soit x = (a,b,c) € E (coordonnées dans la base canonique),

Li(f)(x) = 2x = f(x), La(f) (x) = f(x) —x
Li(f)(x) = (a,2a—b+2c,a—b+2c) = au; + (a—b+2c)v;
Ly(f)(x) = (—a+b—c)n

On retrouve bien la décomposition trouvée en premiére parti

Exercice 11

1. a) Vx€R, Arctan'(x) = ﬁ

b) Arctan(1) = § car tan(%

La fonction f :

X/

est dérivable comme ¢
VxeRE, f/(x) =
f est donc constante

¢) Arctan est dérivab) admet un développe

Arctan(x) = Arctd 1 x+8(x) =x+o
2. a) Lafonction f est définie sur R
La fonction f est positive sur R

La fonction f est continue sur R comme inverse d’une fonction polynomiale ne s’annulant pas

4 sa valeur en 1 soit 7 + %

4
X
e de fonctions dérivables‘

*ordre 1 au voisinage de 0

+oo o0
La fonction f est paire donc [ f(t)dt converge si et seulement si [ f(¢)dt converge.
e 0
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A
Soit A >0, [ f(t)dt = LArctan(A)
0

— 7

Or lim Arctan(A) =%
A oo
A oo oo
D’ou Alir}g [ f(t)dt =L donc [ f(r)dt converge donc [ f(t)dr converge et par parité :
e 0 oo

+oo
[ fyde =25 =1

Donc ‘ f est une densité de probabilité

b) Soitx € R, F(x) = lim [ f(r)dt

B——oop

Or jf(t)dt = L(Arctan(x) — Arctan(B))
B

CORRIGE

T

F(x) _ Arcl;zrn()c) +%
3. a) gestdéfinie sur R
g est positive ou nulle sur R
g est continue sur | — oo, 0] en tant que fonction constante

g est continue sur |0, +oo] comme produitd’une fraction rationnelle ne s’anfulant et composée
d’une fraction rationnelle ne s’annul onction exponentielle.

Donc g est continue sur R sauf év.
oo
| g(r)dr converge si et dt converge car g est nul ,0]
4o
inté reen 0 et en +oo
0

Et Blim L(Arctan(x) — Arctan(B)) = Arcanz) o 1
e

six<0
six >

4. a) Soitxe]R,FM"(x):P(MnSx):P(ﬁ( <))
i=1

Donc, par indépendance des X; et étant donné que ces variables ont méme loi que X on a :
[¥x €R, Fiy, (x) = [F()]"
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b) ¥,(Q) =R
Soit x € R, G, (x) = P(EM, < x) = [F(%)]" = [LArctan(%) + 3]
5. a) Soitx <0
Six=0,Vn e N, G,(x) = 5 donc Jim G, (0) =0

Six<0, G,,(x) _ enln(%Arcmn(%)Jr%
Or nETw Larctan(2)+1 =0

P, B 1 1y —
Donc par continuité de In, nlirfxln(%Arctan(%) +3)=—o
Dot lim enln(%Arctan(%)+%) =0
n-yfoo
<0, li =
Vx <0, nL"Bw Gu(x)=0
b) Soitx > 0, soitn >0
On a Arctan() = £ — Arctan( %) en utilisant la question 1)b)

‘Vx >0,%n >0, Gy(x) = (1 — LArctan(Z))"

¢) Soit x >0, Gy (x) = enn(1=wAretan(5)
Or "EIEN Z =0donc Arctan() o =

-1

X

; 1 _
Donc nl_l&lﬁnln(l — zArctan(L)) =

D’ou par continuité de exponentielle, liT Gp(x) = e = G(x)
n—+oo

@) Six<0, lim G,(x) =0=G(x)
. . 1
Six >0, nHTan(x) =e¢ v =G(x)

Donc en tout point ol G est continue, on

Donc| (Y)nen- Ly

Exercice I11

1. a) Supposons que u* exis
Soit y € E, la base ét:
n
W) =x <wl),
i=
b) Soit v un autre endo
<u(e;),y >=
donc < e;,u*(
donc < e, (u”
donc (u* —v
donc (u* —

)= e= ¥ <ule).y

ant les mémes propriétés. ¥y € E, nj

cEl = {0;;} w

donc u*(y) =v(y)etce Vy € E

done

2. a) u* estavaleurs dans E puisqu’a tout élément y, #* associe une combinaison linéaire des e;
Soient (y,y') € E2, soit 4 € R

WAy +y) = ,-i:l <ule)Ay+y >ei= él[a <ule),y >+ < ule),y >le; = Au(y) +u*(y)
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u e Z(E)

b) En cas d’existence de 1’adjoint, I’unicité a ét¢ démontrée a la question 1)b)
Pour montrer que u* tel que défini par 1) a) est solution du probleme posé, il suffit de montrer par bilinéarité
du produit scalaire que Y(i, j) € [1,n]% < u(e;),e; >=< e;,u*(e;) >
Soit (i, j) € [1,n]?:

n
<eju(ej) >=<e;, Y, <u(ey),e;>ep >=<e;,<u(e;),ej>e; >=<u(e;),e; > car < eje; >=1
k=1
) o n
Soient (x,y) € E, x peut s’écrire Y xje;ety =Y yie;
i=1 =1

non non
Alors <u(x),y>= Y ¥ xiyj <u(e;),e;>= Y ¥ xiy; <ej,u’(ej) >=<ux,u*(y) >
i=1j=1 i=1j=1

Donc u* répond bien au probleme posé

CORRIGE

3. Si f est symétrique alors V(x,y) € E2, < f(x),y >=< x, f(y) >
Donc par unicité de I’adjoint, nécessairement

Et fof* = fof = f*of et f est normal
4. a) Soitx € E, || u(x) [|>=< u(x),u(x) >=< x,u* ou(x) > or u est normal,
Donc || u(x) [|>=< x,uou(x) >=< uou*(x),x >=< u*(x),u* (x) >=| u*(x)
X ")

Donc‘VxEE [lux) (=] u*(x) |

b) x € Ker(u) <= u(x) = Og —u* er(u
5. Soity € F*, montron: 0

Or u(x) € F pa < u(x),y >=0donc < x,u donc u*(y) € F*

b) u vé de caractérisation de 1’adjoint de
E?, < ut(x),y >=<
e l'adjoint, (u*)" =u

=<u(y),x >=<xu(y) >

ble par u, donc EA " stable p d’ap ¢ EA* stable par (u*)" = u d’aprés 6 a)

EA* stable par u

Probléeme

1. G(1) :élp(x —K=1
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2. G est dérivable sur R car polynomiale
VieR,G'(t) = ¥ kP(X = k)t*!
k=1
G(1)= ¥ kP(X =k) = E(X)
k=1
E(X)=6'(1)
3. G est 2 fois dérivable car polynomiale

VieR G(1) = ¥ k(k— DP(X = )i 2 = ¥ K2P(X = k)2 — ¥ kP(X = k)2
k=2 k=2 k=2

Done G*(1) = ¥ RP(X =k)— ¥ kP(X =k) = 3. PP(X =k) — ¥, kP(X = k)
k=2 k=2 k=1 k=1
Or ¥ 2P(X = k) = E(X?) = V(X) + (E(X))® = V(X) + (G'(1))*
k=1

Et ¥ kP(X =k) = E(X) = G'(1)
k=1

CORRIGE

Done G*(1) =V (X)+(G'(1))2 - G'(1)
V) =6"1)+G(1) - (G'(1)7]

R} —R

4. a) Lafonction f: { 1 estC' et décroissante sur R: Q
X —
X ‘ :

Soitk € N*, Vit € [kk+1], thy < 1 < ¢

On integre cette inégalité entre ket k+ 1 :

1 k+11 1
o1 s kadez

D’ou

o <In(k+1)—In(k) < }

b) Soit n € N*, I'inégalité précédente es!
n—1 n—1

Donc ¥, ﬁ < Y (In(k+1)—
k=1 k=1

n—1
De méme Y (In(k+1) n<u,—1
k=1
©) VneN', 14 <k
: 1 _
Or fim 1+ =1
De méme lim 1+
n—s-eo

Donc, par encadreme

Donc|u, ~ |
+

5. (hn)nen- est la suite dg es partielles d’une série d m: CO nte donc cette suite converge

6. (6) aux=A(j)
(€0] A(§)=A(p)
[€)] A(p)=aux

7. a) Laboucle for recherche et affecte & m le plus grand entier parmi une permutation réalisée sur {1,...,n} et
ce plus grand enticr est nécessairement n
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b) ¢ est la "place" de n dans la permutation réalisée par le premier script (c’est a dire I’indice k tel que
A(k) =n)
¢) c=find (A==n)

8. Lorsque n = 1 alors nécessairement on a une seule affectation de ¢ car on affecte 1 en début d’algorithme et la
boucle for ne réalise aucune itération. Donc X est la variable certaine égale a 1

9. a) npeut prendre toutes les positions possibles dans le vecteur A puisque les permutations sont équiprobables.
Si n est en premiere position, ¢ prend la valeur 1 d’initialisation car la boucle for ne change pas sa valeur
puisqu’elle suit toujours la partie else (implicite) du if
Si n est a une autre position, ¢ prend I’affectation 1 en début d’algorithme puis un nombre d’affecgations
résultantes de la boucle then comprise entre 1 et n — 1 suivant la permutation, donc au total ¢ predd entr
2 et n affectations. La valeur maxi est atteinte avec la permutation [1,2,3,...,n —1,n]

Xn(ﬂ) = [[lvn]]

b) (X, = 1) signifie que n est en premidre position et qu’ensuite les autres entiers entre 1 nt

aléatoirement rangés de maniere équiprobable.

Le nombre total de permutations possibles est n!, le nombre total de permutations out pre Te

position est (n—1)!

Pour (X, = n). n est fixé en derniere position du vecteur A et nécessairement ntigf§sont rangés dans
i n) n!

I’ordre croissant. Une seule permutation réalise (X, = n) c’est [1,2,3,....n] d

P(Xy=n)=1

n

Loide X, :
PXy=1)=1%PX;=

Loide X3 :
P(X3=1)

¢ alors nécessairement ¢ affectation lors de la derniére itération de
éaliser (X, = n) sachap e = réalisé revient en termes de probabilités

itérations de la boucle for donc abilité que j affectations avec n — 1 entiers. Donc
P(An<n)(Xn = 1) = P(anl = ])
PXy =)= 3 PXmt = j— 1)+ 5P = )

n

d) P(Xy=1)=1
1
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P(Xy=3) = {P(Xs =3)+3P(: =3) = |
PXi=2)=1-5-3=5%

10. a) Sij=1Tévénement (X, = 0) estimpossible, sa probabilité est nulle. L’événement (X, = 1) a comme
probabilité L.
Donc 1P(X, 1 =0)+21P(X,  =1) =211 =l=p(x,=1)
b) Soitn>2ett e R
n
Gn(t) =X P(X, :k)tk
k=1
n
Gu(t) =P(Xy= 1)t + ¥ [LP(X,o1 =k — 1) + =L P(X, -y = k)t
k=2
Dans la premiére somme, on effectue le changement d’indice k <— k— 1 et on sort un 7.
n—1 n—1
Gu(t) =P(Xy =)t + ¥ LP(X,1 = k)i + =L Y P(X,_y = k)it
k=1 k=2

On sait que P(X, = 1) = “=LP(X,_; = 1) on réinjecte donc ce terme sous cette forme dans la 2e so
et on obtient :

n— n—1
G(t) = kgl LP(Xy—1=k)k+ =L kgl P(Xy—1 = k)f = 221G,y (1)

¢) Récurrence immédiate

11. (*) peut se dériver car G, et =1 G,_,(t) sont polynomiale

Vi €R, G (1) = 3[Gu1(0) + (1 +n—1)G, ()]

n—1

On applique cette relationen t = 1
E,=Gy(1) = [1+nE, 1]

E i
E\=EX)=1=u

Une récurrence immédiate montre

12. a) Sous les mémes conditio:
vt eR, G, (1) = 1(2G,
On applique cette égalité
Gu(1) = Vi~ Gy(1) +
Donc V, — E, + (E,)?
DoncV,—V,_1 =u,
Mais 12| —u? = (uy

b

2
av)
g
=
o
o
9]
2
[}
S

2

[
o
©
41

¢) (hy)nen- converge done /i, = 2 (Inn)
Oru, e Inn
Donc u, —hy, ~ Inn

V, ~ Inn
o0
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