CORRIGE

ESC Par Bernard Delacampagne, professeur de mathématiques au lycée Madeleine-
Michelis, a Amiens.

" Exercice 1
9 1. Les calculs donnent successivement :
4 7 2 1 1 00 7 2 1 4 00 321
1 A=N-41=|3 6 1|-4/0 1 O0|=l3 6 1|-|0 4 0|=|3 2 1
(o] 96 7) oo 1)l96 7/ oo 4 |9 63
O 7 2 1 1 00 7 2 1 12 0 0 =5 2/l
B=N-12I={3 6 1|-12{0 1 0|=[3 6 1|-| 0 12 0 |=f3% = 1
9 6 7 00 1 9 6 7 0 0 12 9 46 -5
3 2 1)(-5 2 -15+6+9 6-12+6 A8+2=5
AB=|3 2 1} 3 } -15+6+9 6-12+64 '342%5 |=0
9 6 3)l9 6 —45+18+27 18-36+18_ 9%46-15
=5 2 1)\3 2 1 —154+6:4+9 —10+4+6 9-5+2+3
BA=|3 -6 13 2 IJ 9-18+9 6—12+6 4 3-6%3 |=0
9 64 -5)9 6.3 27+18-45 18+£12<=30 . 9+6-15
Ainsi a-t-on :

AB=BA=0
On a les équivalences :
BA=0& (N-12I)A=05 NA-12A=0 SINA =12A
AB=0¢ (N-41)B=0 < NB<4B=0 < NB=4B

Ainsi a-t-on :
NA =12A et'NB=4B

2.a. Montrons alors par récurrence la propri€té Py, définie pour tout entier naturel n, par :
N'=a A+b B

Initialisation :

P, est vraie caron a :

aOA+bOB:1A—1B=1(N—41)—1(N—121):l SLE TR QS N
8 8 8 8 2 2

Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur deylléntier naturel n, c'est-a-dire :
N"=a A+b B
On montre que P, est vraie, c'est-a-dire :
N*'=a A+b B

n+l n+l

On a, d’aprés I’hypothése de récurrence, la question 1 et la définition des suites (a, )“EN et

(bn)nEN:
N™ =NN"=N(a,A+b,B)=a NA+b NB=12a A+4b B=a ,A+b, B

n+l n+l

Ceci assure que P, est vraie.

Z

MATHEMATIQUES

D’apres le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout entier naturel n,on a :
N"=a A+b B
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b. Les égalités a_, =12a_ et b ,, =2b_, valables pour tout entier naturel n, assurent que les

n+l

et (b,),

ESC

suites (a, )

q, =4.
Il en résulte qu’on a, pour tout entier naturel n :

sont des suites géométriques de raisons respectives q, =12 et

neN eN

1 1
a =aq =—-12"etb_=b,q, =——-4"
n Oqa 8 n qu 8
c. Par définition de M, et d’apres les questions 2.a et 2.b, on a, pour tout entier naturel n :

_ N" = ! (a,A+bB)= ! l-12“A—1<4"B _! 12 A—1 4 B
20" 20" 20"\ 8 8 8120 8120
Ainsi a-t-on, apres simplification, pour tout entier naturel n :

e
8\5 8.5

3.a. Pour tout entier naturel n non nul,on a:

M"

CORRIGE

7 1 1 7 1 1
7ull+7 n+7 n An A An
y 230 130 20 2;) 130 2|0, 7 2 1
X, =|d, = 2u, od e =2 D=3 6 glhd (=MaX,
20 " 10 " 20 20 10 20 20
te) | g 3 ; o 3 7|\ 9 /7)1,
+

AN un TAn +— tn A P AN
20 10 20 20 10, 20
b. Montrons par récurrence la propriété P, définie pour tout entier natdrel n‘non nul, par :
X, =M""'X,
Initialisation :
P, est vraie caron a:
M"X, =M’X, =IX, =X

1

Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n fien nul,jeestéa-dire :
-l
X, =M"X,
On montre que P, est vraie, c'est-a-dire :
X, =M"X

n+l
On a, d’apres I’hypothese de récurrence et la question 3.a:
X, =MX, =MMEXy=M"X,
Ceci assure que P,,, est vraie.
D’apres le principe de récurrence, on peut donclure que /pour tout entier naturel n non nul,

ona:

X, =M""X,
¢. On a, par définition de X , et puisque la poule pond un ceuf la premicre semaine :
u, 1
X, =1d [=]|0
t, 0

D’apres les questions 3.a et 2.c, on a, pour tout entier naturel n non nul :

Z
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] . B 1 é n-1 _l l n-1
ESC X, =M X'_(s(sj A 8[5) B]X'

Donc, pour tout entier naturel n non nul, X  est la premiere colonne de la matrice

n-1 n-1
l(éj A—i(l] B, soit :
8\5 8\5

n

CORRIGE

Ainsi a-t-on, pour tout entier naturel n non nul :

3(3]"“ 5(1]““ 3[3)““ 3(1)““ 9(3 = 9(1)““
u=—=| +=|=| ,d,==|=] -=|= ett =—| 4 —=| =

8.5 8\5 8\5 8\5 8\ 5 85

d. 1—(u, +d, +t,) est la probabilité.de I*événement contraire de I’événeérent «la'poule est
vivante et pond au moins un ceuf la n-ieéme semaine». C’est encorgfla probabilité que la poule
ait ét¢ mangée avant la n-ieme‘semaine ou qu’elle n’ait pas pondu d’cufgla.n-ieme semaine.
Autrement dit, 1—(u, +d +t,) est la_probabilité que la poulépait été mangée avant le
début de la (n+1)-eme semaine.

e. D’apres la question 3.c, on a, pour tout entier naturel n nén nul ;

n-1 n-1 n—1 n-1 n-1 n-1
| gt ORD
8\s5 8\5 8\ s 8\ 5 8\s 8\s
(3 6 27)[3}"" [5 6 27)(1]“’1 36(3)“" 28(1)""
=+t ||| === E—] =] -=|=
8 8 8 J)\s 8 88 )\s 8 \s 8 s

Ainsi a-t-on, apres simplification, pour tout entier natukel i non nul :

n-1 n-1
u, +2d, +3t, Aol _T(1
2.5 205

Sous réserve de convergence, on a, d’aprésic@igui précede et par linéarité :

Foo teo n-1 n—1 el n-1 s n-l
DL ERSYET @ S yHE Y
- - 2\ 5 2\5 2 - 5 2 - 5
11 vient donc, aprés changement d’ifadice 4

too

Z(u“ +2d5 +3tn)=%Z[zJ" ‘;i(;j

n= n=0

n

iy 3 1 e . . 3
Les séries r et 5 sont des séries géométriques de raisons respectives X, = 5
n=0 n=0

1 . -
et X, :g ; puisque —1<x, <1 et —1<x, <1, ces deux séries sont convergentes et leur

somme vaut :

Z
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N3y _ 1 1 5 NY(IY_ L _ 1 s

— = = 73 =— et — = = 71 = Z

= 2 e T O ESC
5 5

11 en résulte que la série Z(un +2d,+3t,) converge et que sa somme vaut :

n20
+oo

Z(“ +2d,+3t,)=2 2 15 45 3
— T 22 24 4 808

Ce nombre est le nombre d’ceuf que I’on peut espérer obtenir avant de manger la poule.

CORRIGE

Exercice 2
l.a.Ona:
}Lﬂf(x):xliﬂ<x—2+e ’ )=+oo
Car :
lim (x—2)=+cc et lime™ =0
Ona:
lim (f (x)—(x-2)) = lim (x<2+e™ —x+2)= lime™ =0
Donc la courbe C admet pour asymptote au voisinage de +oo la drgite D d’éguation
y=x-2.
b.Ona:
lim f (x)= lim (x—2+e ") = lim [x[l—e j—2]=+m
X—y—oo X——o0 X—>—0 _X
Car :
. . e
lim x =—c et lim =+oo
X—>—o0 X—>—oo _X
Puisque :
lim (—x) =+ et lim € e (limite refaarquable:du eours)
X——oo X—teo ¥
Ona:
e—X
X[ 1—— -2
f ( — j -
i) %) A (1-“ _2] = oo
X——eo Y X ——oo X X—>—o0 —X X
Car:

—X

lim i +oo (VU €l=dessus) et lim 2 =0

X—>—e0 —x X=X
Donc la courbe C admet au voisinage de —coiune branche parabolique de direction
asymptotique ’axe des ordonnées.

2.0n a, pour tout réel x :
f (x) =1-¢*
Il vient :
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f'(x)>0el-e" >0 <le—x<0ex>0

ESC D’ou le tableau des variations de f :
X | —oo 0 +o0
f - 0 +
+oo \ +oo
f /
-1

3. f est continue (comme somme et composée de fonctions qui le sont) et strictement
décroissante  sur  |-w0,0], donc f réalise une Dbijection de |-o,0]mmpsur

CORRIGE

f(]—oo,O])=[f(0),3ir2@f(x)[=[—l,+w[ ; puisque O appartient 2 f (]—ee,0]), Végdation

f(x)=0 admet une solution unique 8 dans |—eo,0].

De méme, f est continue et strictement croissante sur [0,+oo[ , donc f réalise tme/bijection de
[0,+o0[ sur f([0,+oo[):[f (0), lim f(x)[:[—1,+oc[ ; puisque O apparfientpd f([0,+o<>[),

1’équation f(x)=0 admet une solution‘tnique o dans [0,+e] .
Donc C coupe I’axe des abscisses en exactemient deux pointsid?abscisses o et 3, le

premier étant positif, le deuxiéme étant négatif.
Ona:

f(1)=-1+e =—1+1<0 (car e >1) et £(2)=e S0
e
Puisque f est strictement croissante sur [0,+o<>[ , il vient :
f(1)<f(a)=0<f(2)=>1l<0<2
Il a bien ét€ montré que :

ae 1,2

4. L’allure de C et D est donnée sur la figure ciAd@ssous :

i

¥

5.a.0On a les équivalences :
g(x)=xo2-e"=xx-2+e7=01(x)=0
Ainsi :
g(x)=x si et seulement si f (x)=0
b. On a, pour tout réel x :

Z

MATHEMATIQUES

https://vertuprepas.com/

344 1 ANNALES CCIR 2014-2015

w
2
o
S
0
-
0
2
I
0
1]
|_



https://vertuprepas.com/

g (x)=¢”

Donc g est (strictement) croissante sur R , puisque, pour tout réel x, on a : ESC
g (x)>0

Montrons par récurrence la propriété P, définie pour tout entier naturel n, par :

I<u, <2
Initialisation :
P, est vraie caron a:

1<uy,=1<2

Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, c'est-a-dire :

I<u, <2
On montre que P,,, est vraie, c'est-a-dire :

1<u,,, <2
On a, d’apres I’hypothese de récurrence et puisque g est croissante sur R :

1<u, <2=g(1)<u,, =g(u,)<g(2)

CORRIGE

Or:

g(l)=2-¢" =2—121 (carex=1) et g(2)=2-e"<2
e

Donc

1<u <2

0l =
Ceci assure que P ,; est vraie.
D’apres le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout efitier naturel n, on a :
1<y <2
¢.On a vu a la question 5.b que, pour tout réel x :
g (x)>0
Par ailleurs,on a :
x2l=-x<-1=>e™ <e)
Ainsi a-t-on, pour tout réel x appartenant a [1,2] :

. 1
0< <-
g (x)s
d. g est dérivable sur [1,2]. et d’aprés la question 3.¢; omaypour tout réel x de [1,2] :
| 1
<=
0

De plus, d’apres les questions 5.b et 3,40 etf @ appartiennent a [1,2], donc, d’apres

I’inégalité des accroissements finis, on a, pott tout entier naturel n :
1
e (u,)—g (o) < fo—of
Puisque u,,, =g(u,) et que g(o)=0 (conséquence de la question 5.a et de I'égalité

f(0)=0), il vient, pour tout entier naturel n :

1
u,, —0o/<=[u, —q
e
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e. Montrons par récurrence la propriété P, , définie pour tout entier naturel n, par :

ESC

1
u, - OL‘ < —
e
Initialisation :
P, est vraie car, d’apres la question 3, o, appartient a [1,2] ,doncona:
1
lug—of =[1-of <1=—

0
€

Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, c'est-a-dire :
1

CORRIGE

u - OL‘ < e—n
On montre que P, est vraie, c'est-a-dire :
L _(X" < en+l
On a, d’apres I’hypothése de récurrence et la question 5.d :
1 11 1
U —O(‘ Si‘un _OL‘ S7'7n: il
e ee e

Ceci assure que P, est vraie.

D’apres le principe de récurrence, on peut conclure que;pour tout entier naturel n, on a :

1
‘un—(x‘SeT

. 1
Puisque —1<—<l4ona:
e

1 (1Y
lim — = lim (f] =0
n—o+eo @ noteo| @
La limite et I'inégalité précédentes, ainsi que le théorcmeldes gendarmes, assurent que la suite
(u,),., converge et que :

lim ug=o
n—>+oo

Exercice 3
l.a. X, est le nombre de réalisationsfde 1'événement «une personne choisit le premier
étage », de probabilité p :g, au coursidépfi=5 choix identiques et indépendants, donc X,

suit la loi binomiale ‘D(n =5,p= %j .

Ona:
X, (Q)=[0,5]
Et, pour tout entier naturel k de [0,5] :

b. L’espérance et la variance de X, sont :

Z
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5 52 10
E(X,)=np==ct V(X,)=np(l-p)==-==—
(X,)=np=J et V(X,)=np(l-p)=3-T=7
c. Les trois étages jouant un role analogue, X, et X, suivent la méme loi que X, . ESC

2.a. X, +X, + X, est le nombre de personnes montant dans 1’ascenseur, donc :
X, +X,+X;=5
b. Il résulte des questions 2.a et 1.a que :

o G-

c. L’ascenseur ne s’arréte qu’une fois s’il s’arréte uniquement au premier étage, ou au
deuxiéme, ou au troisiéme : la probabilit€é P cherchée est donc, par incompatibilité des
événements (X, =5), (X, =5) et (X, =5) :

P=P((X,=5)u(X,=5)u(X;=5))=P(X, =5)+P(X, =5)+P(X, =5)
D’apres les questions 1.c et 2.b, il vient :

CORRIGE

P=3P(X,=5)=3 =L
’ 243 81
3. Puisqu’il y a trois étages et que 1’ascenseur ne revient pas en arriere, on a :
2(9)=[1.3]

4.a. Y, =0 siI’ascenseur ne s’arréte pas au premier étage, c'est-a-dire si aueune personne ne
s’arréte au premier étage ; on a«donc :
P(Y,=0)=P(X,=0)

b. D’apres les questions 4.a et 1.a, il vient :

AR

Y, étant la variable aléatoire de Bernoulli de parametre p = P(Y1 =1)= % ,ona:
211
E(Y,)=p=—3
( )=p 243
c.Ona:
=Y, +Y,4Y,
Par linéarité de 1’espérance, et puisque Y, et Y, Suiventla'méme loi que Y,,ona:
E(2)=B(Y, +Y,+Y,)=B(v,)+ 5 s EOp 35(v,) =321 =20

Exereice 4

l.a. f, est continue sur |-eo,0[ et ]I,+es[ comme fonction constante nulle, et f, est continue
sur [0,1] comme produit et différence de fonctions continues.
Etant continue sur [0,1] f, est continue a droite en O ; f, est continue a gauche en 0, car :

limf, (t)=1im0=0="f, (0)
=0~

=07

Z
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Donc f est continue en 0.
Etant continue sur [0,1], f, est continue & gauche en 1 ; f, est continue a droite en 1, car :

ESC i (1)=im0=0=F, 1)

Donc f, est continue en 1.

Ce qui précede assure que f, est continue sur R .
b.Ona:

. Uon s gt g 1 1 1
[ (-t)de=] (-t ')dt:{ l} —

n+l n+2| n+l n+2 =(n+1)(n+2)

c. D’apres la question 1.a, f est continue sur R .
f, est nulle, donc positive ou nulle sur |—eo,0[ et ]L,+oo ; si t appartient & [0,1]get” >0 et

1-t>0,donc f, est positive ou nulle sur [0,1]

CORRIGE

Donc f, est positive ou nulle sur R .
On a, grice a la relation de Chasles, par linéarité et d’apres la question 1.b :

[Tt ()ae=[" £, ()de+ [ 1, (1)de+ [ 78, (1)

=" ode+ [ (n+1)(n+2)r" (1-1)dede ] o

=04 (n+1)(n+2)[ " (1-t)dt+0

=(n+1)(n+z)-m=1

Donc f, est une densité de probabilité.

2.a. Par définition de la fonction de répartition F, de X, onia,jpouf fout réel x :
B (x)=]_f (t)d
On a donc, pour tout réel x de |—oo,0[ :
F,(x)=] au=0
Et, d’apres le calcul de la question 1.c, pour touf réel x deéll;+o| :
X ! +oo
F(x)=]" f ()de=[OF (] “odi=1+0=1
Enfin, pour tout réel x de [0,1],ona:
o 0 X L ) _ 2 ! 2 3
B (x)= [ £ (1) di=[ ode+ [ 66(gd=6] (- t*)di= 6{2—3} =3x - 2x
0
b. La probabilité que le train ait mOins dfune demi-heure de retard est :
2 3
o[t | @A) (1) 21
2 2 2 2 4 4 2
c. La probabilité que le retard soit compris entre un quart d’heure et une demi-heure est :
2 3
P[zsxszjzﬁ[i ,E(lj:l_ 3(1j LIV (3 1)1 5 1
4 2 2 4) 2 4 4 2 \16 32) 2 32 32

d. Le haut-parleur annonce que 1’on sait que le retard sera inférieur a une demi-heure. La

Z
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probabilité qu’il soit supérieur a un quart d’heure est :
P((Xzi]m(xs%jj P(lsxle 1
[X > 1) = -_\4 2)_ % 1
e p(xsi) p(xslj 1e
2 2 2

tf, (t)=6t*(1-t) =

1
3.a.0n a, pour tout réel t de [0,1] :

L’égalité est vraie sur R\[0,1] puisque f, (t)
11 a donc été montré que, pour tout réel t :
1
0,0=16,)

Par définition de I’espérance, et sous réserve d’existence, on a :
E(X) :j tf, (t)dt :j %fZ (t)dt :%I f,(t)dt

Puisque f, est une densité de probabilité d’apres la question 1.c, J-jw f, (t) converge et vaut 1,

donc E(X) existeetona:
1
E(X)=—
(%)=1
b. On a, pour tout réel t de [0,1] :
6 3
tf, (t) =6t (1—t)= =20t (1—t) =—1, (t
() =60 (10~ 22080~ 1, (1)
L’égalité est vraie sur R\[01] puisque f, (t)=F,(t)=0.
11 a donc été montré que, pour tout réel t :
3
tf, (t)=—f, (t
(=281
Par définition de 1’espérance, et sous réserve d’existence, ona :

B(X?) =J._jt2f. (t)de =J‘+m%fs (t)d[:%.[jfa (©)ac

Puisque f; est une densité de probabilité d’apres la question™1ie; _[ Mf} (t) converge et vaut 1,

donc E (XZ) existe etona:

3
E(X*) ==
(X*) =55
La formule de Koenig-Huygens donne alors ;
3w 1 1
V(X)=E(x)B)) =2 -=—
() <e(x) (gl -2 - L

3 .
4.a.En posant A = 7 une densité g de Y se présente sous la forme :
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g(x)=0 six<0
g(x)=ke™ six20

On reconnait que Y suit la loi exponentielle de paramétre A =% .

L’espérance de Y est donc :
_1_4

A3
b. Le retard total Z que cumule le train en arrivant & Londres est la somme du retard
Paris et du retard Y pris durant le trajet ; ainsi :

Z=X+Y
La durée moyenne en heures du retard de Mme A lors de son arrivée a
I’espérance de Z ; par linéarité de I’espérance, il vient, d’apres les questions 3.a et 4.
E(Z)=E(X+Y)=E(X)+E(Y) =%+§=1_61

Ainsi la durée moyenne en heures du retard de Mme A lors de son a
1 heure et 50 minutes.

E(Y)

CORRIGE
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