CORRIGE

Par Bernard Delacampagne, professeur de mathématiques au lycée Madeleine-
Michelis, a Amiens.

ESC

Exercice 1

1. Montrons par récurrence la propriété P" , définie pour tout entier naturel n, par :

bﬂ aﬂ
M" =
0 b,
Initialisation :

P, est vraie car on a, en notant I la matrice identité :

b, : )
o A, J 1 C =M
0 b, 0 1

Heérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, c'est-a-dire : w

b <a
M!l: n ™
")

On montre que P_,, est vraie, c'est-d-dire :

b a
o+l _ ngl n+l
i)

n+l

On a, par hypothese de récuirence el par définition de a_

v+ - (R \ (2, b, +2a,
£ Lo B o 2) | o L

Ceci assure que P, esl vraie.

n+l

D’aprés le principe de récurrence, on peut conclure que, p

l:’n an
M" =

(b, )“EM est une suite géoméirique de raison
On en déduit que, pour tout entier naturel n
Par définition de a_,, , et d’aprés |'expressi

n+l ?
an-i-l n

3.a. On a, pour tout entier naturel n :
. ~a,,—2a, 2a+2"-2a, 2" 2" 1
wE TR T gnel g gn+l L pisl .91 9

; i s ; 1 »
Donc la suite (c" )mEN est une suite arithmétique de raison r=5 et de premier terme
— an
o
b. On en déduit que, pour tout entier naturel n :

[ =a,=0.

z

MATHEMATIQUES

- ‘_n
€, =C+nr=—
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e. Par définition de c_, et d’aprés I'expression de ¢, on déduit qu’on a, pour tout entier
naturel n :

a,=2"c, =2" Z=p2™
2

4. On déduit alors des questions 1,2 et 3.c qu’'on a, pour tout entier naturel n :
b n n=1
M o[Be B )_[2 02
0 b, o 2

5. Application au calcul d’une somme

CORRIGE

a. Il résulte de la question 2 les équivalences suivantes, valables pour tout entier
= k — k — k
a,,=2a, +2" <ra,, =a, +a, +2" <=a, =a,, —a, —2
Ainsi a-t-on, pour tout entier naturel k :
k
a =a,, —a, -2
b. On a, par linéarité de la somme et changement d’indice, pour tout

i A, Z Ay — z 4, =

k=l

c. Pour tout entier naturel

géométrique de premi

d. En utilis
naturel n

il vient, pour tout entier

alt+:| akﬂ k _an+| _(2n+l _1)
2“'+1— (n+ s 1 2)2“+1—[n 1)2"+1

atrice

% . en utilisant la méthode du pivot de

n—L,+L, J
11

2
Les deux termes diagonaux de la matrice triangulaire ci-dessus étant non nuls, P est une

matrice inversible.
2 0 1 -1
L,«<2L-L,
0 2 1 1

-t O Le«l/2L,  (1/2 -1/2
o 1 Lye1/2L, 1/2 1/2
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L’inverse de la matrice P est donc la matrice :

pie 1/2 -1/2
1/2 1/2
b. Les calculs donnent :

1/2 - 5 1/ =1/
PAP= 2 -1/2 12 2y 1 1 _ 1/2 -1/2)(2 3 _ 2 1 =M
1/2 1/2 \=1/2 3/2/-1 1 /2 1/2 \-=2 1 0 2

¢. Montrons alors par récurrence la propri¢té P, , définie pour tout entier naturel n, par :
P'A'P=M"
Premiére étape :
P, est vraie carona:
P'AP=P'IP=P'P=1=M"
Deuxiéme étape :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, ¢'est-a-dire :
P'A"P=M"

On montre que P, , est vraie, c'est-a-dire : Q
P—l An+lP -
=PI A"AP=P'A
que, pour tout enti n,ona:

On a, d’aprés I’hypothése de récurrence et la g
M™ =M"M =P 'A"PP'AP
tout entier naturel n :
nzn—l | 2n
2" —2"

Ceci assure que P, esl vraie.
#n2""\(1/2
f-n2"' \1/2 1/

D’aprés le principe de récurrence, o

On a, pour tout entier nature

0

On en déduit que I'axe des ordonnées est asymptote'a la courbe C.

b.Ona:

HE (x) = lim (Inx~2%% 3) = lim x{l“—"—z+3)=—w
X=dtn K=hboo Koo X X

lim X =+eo | lim L =0 (par croissance comparée) et lim [—2+ EJ ==-2

K—ptom X ¥ X—dem X
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2.0n a, pour tout réel x strictement positif :
. 1 1-2x
f(x)]=—-2=
(x)=— =
Puisque x est strictement positif sur 0,+e<[ , f'(x) est du signe de 1—-2x sur ]0,+cs[ ;ona:

f'(x)(0ﬁ1—2x<0ﬁl<2x@x>%

Le calcul donne :
7(1]=lnl—2'i+3=—ln2—1+3 =2-In2
2 2 2

CORRIGE

Puisque In2=0,7, une valeur approché de f (%] est:

f[lJ =13
2

Le tableau des variations de [ est donc le suivant :

int d’abscisse 1 est:
+l==x+2

-dessous de toutes ses tangentes sur 0, +oo| ;
10,4 .

nclions qui le sont) et strictement croissante sur

((pa])- oo (-

puisque f(-;—]:l,S, 0 appartient 2 |-ee,2-1In2], donc I’équation f(x)=0 admet une
solution unique o dans }0{’

; 2 : 1 ——
De méme, f est continue et strictement décroissante sur [E +c-o[ , donc f est une bijection de
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Bm[ i r[B,m[]:}}m f(x).f&)]:]-m,z—lnz]; puisque f[%):lj, 0

appartient & |-e0,2—In2], donc I’équation {(x)=0 admet une solution unique B dans

L

Ainsi, ’équation f(x)=0 admet exactement deux solutions o et B dans [0,+eo] avec .(u;
a<B. —
b.Ona: E

f(l):l el f(2)=]112—1=—0,3 o
Donc : O

f(2)<f(B)=0<r(1)
Puisque f est strictement décroissante sur [% +oo[ ,il vient :
1<f<2

Ainsi a-t-on justifié que :

6. L’allure de C et de T, dans le pla
suivante :

un repére orthonormé

1.a. D’aprés la formule des probabilités totales
{A.B} il vient :
P(D)=P(DNA)+P(DnB)=P(A)P, (D)+P(B)P, (D)
La machine A produit un tiers des éléments, les autres étant produits par la machine B, donc :
1 2
P(A)=—ct P(B)==
(A)=1 et P(B)=2

ée au systeme complet d’événements

12% des balles fabriquées par la machine A et 9% de celles fabriquées par la machine B
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présentent un défaut, donc :

On a donc :

o)=L 12,29 4,6 _10_1
3 100 3 100 100 100 100 10
‘W b. On constate que la balle prélevée présente un défaut. La probabilité qu’elle ait éité fabfiguée
9 par la machine A est :
14 11
(o] P(D) P(D) % 100 10
O

ormules du cours :
=— et V(X i I8
10 10 0 100

b. L'espérance respectivemem

Partie 11

1.a. Pou ariable aléatoire X aléatoire 'Y suivant une loi de

. on doit avoir :

c. La probabilité d’avoir au moins une balle présentant un défaut parmi les 30 balles prélevées
est:

P(Y=21)=1-P(Y<1)=1-P(Y =0)
Par lecture dans le tableau proposé, une valeur approchée de cette probabilité est :
P(Y21)=1-0,0498 =0,9502
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2.a. Puisque E(X) =%=360, E(Z)=m, V(X):%:Q-% =324=18" et V(Z)=0", les
paramétres m et ¢ de la loi Z pour que X et Z aient la méme espérance et la méme variance
sont :

m=360 ct c=18
b. La probabilité qu’il y ait au moins 396 balles défectueuses parmi les 3600 balles prélevées

est: ‘W
P(22396)=P[2—m 5 396—m)=P(Z—m s 396—360]=P(Z—m 22) O

o o ) 18 a 1

: -m . : g 1
Puisque suit une loi normale N'(0,1) , il vient : o

P(Z>396) =1—P(Z;m < 2): 1-®(2)

Par lecture dans la table proposée, une valeur approchée de cette probabilité est :
P(Z2396)=1-®(2)=1-0,9772=10,0228

Exercice 4

1.a. On a, pour tout réel A supérieur ou é

1l vient donc :

Car:
Puisque :

b. f est continue

produit et compos
I car:

On a enfin, sous réserve d’existence :
o _f B Pl e ST _,e_':_
[Cr(0de=] odt+[T2e *at=0+20" [ Tedt=2¢" lim I, =2e 7=l

Donc f est une densité de probabilité.

2. Par définition de la fonction de répartition F de X, on a, pour tout réel X :
F(x)=[" f(1)a

https://vertuprepas.com/
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Compte-tenu de la définition de la densité f, et de la question 1.a, il vient :
six<1 F(x)=["0dt=0

Six>1 F(x j 0d:+]' 2e-”'+3dt—0+2ej e dt=2e =2¢° %(e —e ) =1-e?

‘w 3a.0na:
o P(X22)=1-P(X<2)=1-F(2)=1-(1- "2“}
E P(X<3)= F(3]=I '“*2=1
0o P(2< X <3)=F(3)-F(2 *-(1-e?)=e? =™
O b. On a, d’apreés la question 2.a :
P((X22)n(X <3 P(2<X<3 Boad
P(xn] (X S 3) = (( ) { )) = ( ) = ¢ ’ze =
P(X=2) P(X22) c
4.a.On pose :

par parties:

! e 'dt
2

teMdt=2¢" lim J, = 26237 =
At 4

t | W

Ainsi X admet une espérance, et :

E(X)=>

5.a. Par définition de G, fonction de répartition de la variable aléatoire Y, on a, pour tout réel
y:
G(y)=P(Y<y)=P(X-1<y)=P(X<y+1)=F(y+1)
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b.Ona:
y+1>1=y>0

D’apres les questions 5.aet2,ona:
Siy<0 G(y)=F(y+1)=0
Siy20 G(y)=F(y+1)=1-

=2 y+1}+2 =1 _e-Zy

e

En posant A =2,G estde la forme : ‘W
Siy<0 G(y)=0 9
Siy20 G(y)=l-ec™ 1
On reconnait que G est la fonction de répartition de la loi exponentielle de parame g
A=2.
c. D’aprés le cours, il vient : O
1 1
V Y Se—=—
(M)=37=3

d.De la formule V(aY+b)=a’V(Y), il résulte que X admet une variance ct qu

V(X)=V(Y+)=V(Y)=]
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