Concours CNAEM 2016 - Correction

Exercice 1

Des probabilités avec Scilab

1. Y(Q)={1,...,p}
2. Puisqu’on a Vi € [1,n], X;(£2)
[1,n], X; = 1. Donc

...

,p} et X; <Y, 'événement [Y = 1] équivalen

3. Soit k€ {1,...,p}, on a

Py

On a d’apr

— X =grand(1l,n,”win”,1,p); // (ren

tions indépendantes d’une loi uniforme sur

cteur ligne dont les coefficients sont des simula-

‘intervalle d’entiers [1, p])
— y = max(X); // simulation de YV

— endfunction

Exercice 2

un probléme de moindre carrés
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Soit n entier > 2. On considére n points (z1,y1),. .., (Zn, yn) du plan euclidien R?, avec des z; non tous
égaux entre eux. on cherche & montrer qu’il existe existe des nombres réels A et p, uniques, qui rendent

minimum la somme
n

D Omidp— )™

1=1

(23 (23
Pour tout entier naturel k, on pose sy = >_ xF et t, = > x¥y,.
=1 =1

1. Premiére méthode : On pose f(\ p) = > Az +p — )2, (\, p) € R2

K3

L=

1.1. La fonction f est une fonction polynémiale, alors elle est de classe 2 sur R?.

1.2.

8 n
0uf O ) = 4 O = D020+ g 1)
1=1

= 2()\290? + inu — leyl)
i=1 i=1 i=1

- 2()\52 -+ S1H4 — tl).

De méme on a

1.3. On considére R™ muni aire canonique To | et
T3
1
Z=11
1

X X > sq=<Z2,7> < X, 7>
de Cauchy-Schwarz, o
ST (<X, Z>%) < ( X >< >) = 5950

I'inég, car X et Z ne sont pas colinéa les x; non tous égaux entre eux.

D’ou !

1.4. Soit

po—t1 =0
sopo —to =0

%;Hl ( car s3 #£0)

—siti+sato 2
Rvaie. (car sgs2 — s > 0)

Ny = Sofi—sito
0 5052751

_ —siti+ssta
Ho = S082— 87

soti—s1to —si1ti+sato )

505275% 7 8082 75%

Alors f admet un unique point critique (Aqg, o) = (

Montrons que f admet un minimum globale stricte en ce point. Il suffit de montrer que, pour
tout (Aa/’é) < Rz: on a f ((Aa /’L) + (>‘05/’L0)) - f()‘OaMO) > 0. En effet :
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-

s
Il
-

SO 1)+ Moy o)) — fRos i) = D (A + Xo)a + (p+ po) — 1) — (Nowi + po — 1:)°

Il

s
Il
-

(Azi + p+ Qo + po — :))” — (Noxi + po — 1)

(Azi + )% + 2002 + ) (Noxi + po — i) + (Nomi + po — ¥:)* — o + pio

Il

s
Il
-

Az + ) + 2003 + ) Noxi + po — ¥i)

Il

s
Il
-

N2ad b 22y 4 2(Moaf + Ao — Az

I
hE

=

2

= A5y + 2 usy + SQ/Lz + 2()\)\052 + Apgsy — My +
=0

= )\2 + 2)\(#51 + )\052 + toS1 — tl) +u ()\QS

= A5y + 2 sy + 50M2-

Pégalité (x) d’aprés la question [1.3].

Donc f ((Aa/’é) + ()‘05 /’LO)) - f(AOaMO
de discriminant est

) 2A\us1 + sop? est un p

car d’aprés la questi
>0

car tout p nt le discriminant strictement nég

(Ao, po)-

n
m la somme Y (Az;+p—y;)>
=1

est strictement positive.

. Z()‘xz +p—w)® (car (g — Az — p)® = Az + 1 —u:)?).

2.2. Soit F' = vect{x, e} le sous-espace vectoriel de R? engendré par z et e. On applique la méthode

d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. On a la famille { f1, f2} est une base orthonormée de F,

ol
T T
flz—:—
llz]] /52
f e—<e fi>h e— 7<es’§>x €— %x 8§96 — 81T
5 = — i — —
le—<efi> Al Jle— =2=a]  Tle—Sall  llsse — s1al]
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Par la caractérisation de la projection orthogonale, on a Pp(y) =<y, f1 > fi+ <y, fo2 > fo.

On a N
<y fi>fle<y > L _Z¥T> Z;”% t
= — _ = Tr = r = —2x
N VRS 52 52
S2€ — S1X So€e — 81 Sy <y,e>—851 <y, x>
< > =< > = _
ya.f? .f2 Y, ||52€*51x|| ||526*51x|| ||52€*51x||2 (526 Slx)
_ M(Sze ~si)
[|s2e — s1z||?
Sotg — S1t1 2 2
= ——— 5828 — 51T car (|S2€ — 851 — S218gS2 — S
e ) (car | I = sa(s052 — 57))
d’on
t Satg — 8111
l%@%:5w+gxggt§§@ﬁfsw)
1
_Sot1 — sito —s1l1 + salo
= 7T+ 2
50852 — 57 5082 — 57

2.3. D’aprés le théoréme de la Caractérisation du projeté orthogonal par mini

On a
n
min
(M u)er?
C’est a dire que unique couple (A i ; —yi)? est
celui qui vérifie Pp(y) = & S écé = 5252%250 et
1

_ —si1titsato

H= sps2—s7

D’ou 'uniques nomb i+ g —yi)?. sont

. C’est a dire rang(M) < 1.
On sais que "M est inversible si, rang(M) = 3", et puis que rang(M) < 3 alors

M n’est pas inversible.

1.1.2. Si (a,b,¢) = (0,0,0), alors M = 0 (matrice nulle de taille 3). Donc rang(M) = 0.
Si (a,b,¢)# (0,0,0), alors M non nulle, donc rang(M) = 1.

1.2. Recherche d’une base du noyau ker(u) de w.

1.2.1. On utilise le théoréme de rang dim ker u+rang(u) = 3, implique que, dim ker u = 3—rang(M),
et d’aprés la question 1.1.2 on a :
Si (a,b,¢) = (0,0,0), alors dimkeru=3—0=3.
Si (a,b,¢) # (0,0,0), alors dimkeru=3—1=2.
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1.2.2. On sais que ker u est un sous-espace vectoriel de R®. Alors
Si (a,b,c) = (0,0,0), on a dimkeru = 3 = dimR?, d’ot dans ce cas, on a keru = R?, donc tout

base de R? est une base de ker u.
x

Si (a,b,¢) # (0,0,0), on a dimkeru = 2. Soit X = | y | € keru, alors

z

0 alr+y+z)=0
MX = 0] = {blz+y+z)=0
0 clz+y+2)=0
= z+y+2z=0 (carlun des a,b,c est non nul)
_— Z=—T Y.
0 0
Alors X =z | 0 | +y]| 1 |.Donc 01,11 est une base de es
—1 —1 —1 —1

rement que cette famille est libre).
1.3. Dans cette question, on pose s =a+ b+ c.
1.3.1.
a

@ eu nt si M2 =M.

SC = ¢C

1.3.2. u est un projecteu = 1. De plus u

2~ sM, alors

On a d’apreés 1

<~ Ssa = a,

Donc u sb
(a,b,¢)

1.4. Dans cette

si, et seulement si s et sc = c si, et seulement si

eaussis —a-+b-+c.

1.4.1. Sis= "apreés la question [1.3 trice nulle) donc le polynéme X2 est
teur de M qui ad me 'unique racine. D’ot 0 est 'unique valeur

valeur propre de de son polynéme annulateur).

1.4.2. , montrons qu alisable si, et seulement si, (a,b,¢) = (0,0,0).

0 00
e Condition suffisant : Si (a, b, ¢ ), sM= 1|0 0 0] estune matrice diagonale
0 00

donc elle est diagonalisable.
o Condition nécessaire : Supposons que M est diagonalisable, et on a d’aprés la question [1.4.1], 0
est 'unique valeur propre de M, donc il existe une famille & = { X1, X5, X3} de vecteurs propres
0
associés & la valeur propre 0, forme une base R?, c’est & dire MX; = MXy = MX3 = | 0
0
Donc M est nulle, d’ou (a,b,c¢) = (0,0,0).

1.5. Dans cette question, on pose s = a + b+ ¢ et on suppose que s £ 0.
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1.5.1. Ona fi =e; —es, fo = ez —e3z et fz3 = aey + bes + ces, On a #; de cardinal égale & 3, alors il
suffit de montrer que %, est libre.
Soient z,y, z dans R tel que zf1 + yfo + 2 f3 = 0. Alors

1 0 0 z+az=0
z|-1|{+y|l 1 |+2z|b|[=|0] = S—2+y+bz=0
0 *1 C 0 7y+CZ:0

r=—az

— Saztecz+bz=0

y=cz
T =—az

— K z2=0 carat+b+c
y=cz
z=0

@ (e2) — u(es) =

; “+bestces) = sfs.

Donc la famille #; est libre, alo
1.5.2. On a u(f1) = uler) —u(es)
(ae1 + bea + ces) — (ae

et u(f3) = auler)+b
Alors la matric

1.5.3. Onad’ récédente qu’il existe 1) tel que la matrice de « dans
cette b alors ’endomorphis sable, d’ou M est diagonalisable
(la ma

Et pui trice diagonale A ad
)= {0, s}
rice K, = M —

propres distinctes {0, s} (car s #£ 0)

Ona K, = M —aly = PAP ' —aPP ! = P(A—al3)P~t = PA,P !, donc

—a 0 0
K,=PA. P!, ounA,=A—als=|0 —-a 0
0 0 s—«

ii. On a d’aprés la question précédente K, est semblable & la matrice diagonale A, dont ces

élements diagonales sont {—«, s — a}. Alors K, est inversible si, et seulement si, A, lest.
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On a la matrice A, = 0 —a 0 est inversible si, est seulement si, o £ 0 et

a £ s.

D’out K, est inversible si, et seulement si, « # 0 et a # s.

1.6. Application : On a

/4 —1 4\

ot M=[1 1 1 |eta=-1
k1 ~1 1)

On a dans ce cas s = a+ b+ c = —1 # 0, la condition de la question [1.5] est vérifi¢

question [1.5.3], on a M est diagonalisable et Sp(M) = {0, —1}, et d’aprés la ques

1 0 0 1 0 0
aA=PA_p Pl ouA_yy =0 1 0 =10 1 0], donc
0 0 —1—(-1) 00 0

Sp(A) = Sp(A¢-1)) = {0, 1}
On a dans ce cas @« = —1 = s, donc d’ i 1 n’est pas

)

inversible.

2.1. Soit f: R % la fonctio —Ae" avec A >

2.1.1. On a la foncti a fonction exponent tive et A > 0) et continue

continues). Montrons que r=1.0na

2.1.2. Soi i satoi f et

strictementy, positive alors V' est & valeur positive, donc si

p(U). Déterminons la fonction de répartition

z <0, Fy(r)=0. Soit z € R*, o

Fy(z)=PV <z)=Plexp(U) < z) = P(U <lnz) (car la fonction In est croissante)
= Fy(lnx).

On a F; = [V NeTe A dr = lim [—e T =1 e e,
v(y) ffoo S [ ]A
D’on
0 siz <0
Fy(z) = ,
1 — e * sinon
La fonction de répartition de la variable aléatoire V est continue et de classe €' saut peut-étre

en 0, alors V' est une variable aléatoire & densité, suivant la loi exponentiel de paramétre .
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2.2. E(X) =1, V(X) = 5.
2.3. Par l’absurde, supposons que X + Y suit une loi exponentielle de paramétre p. Alors d’apreés la

linéarité de lespérance et d’indépendances de X et Y, on a

2 2
BX+Y) = B+ E(Y) =5, VIX+Y) =V +V(X0) = ()
d’autre part
1 1
BEX+Y)=— VX+Y)=—5 ()
u u
de et xx, onap= % et p? = g, alors d’un part pu? = (%)2 et d’autre part p? = )‘2—2, contradiétion.

D’ott X + Y ne peut pas suivre une loi exponentielle.

24 .

2.4.1. Si fyy et Fy sont nulle sur R™, on a alors

+ o0

Vr € R, fw(x)/

— 0

0 x
fU(t)fv(xft)dt:/i fU(t)fv(xt)dH/o fu®)fv

et puis que fy est nulle sut R, alors la fonction ¢ — fy () fy(z — 1) — 00,0],
done [ fu(t)fv(z —t)dt = 0.

De méme, on a fy est nulle sut R™, —1<0).
Alors la fonction t — fy(t) fy(x t)dt = 0.

2.4.2.

il!:i'::""
G /01 fw O t)dt = /01 Mo M \eMrt) gy

:Af”e*“’/ tdt
0

_ )\367)\1’ |:ﬁ:|l
2 0

A3 .
= 7x267)‘1 (%)
§x26*)‘1’ siz>0
Dans (x) et (xx), on a fg(x) = .
sinon
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X X X
2.5. Etude de la matrice aléatoire My = | Y YV Y
Zz 7 Z
2.5.1. On considére A; I’événement que la matrice M; ne soit pas diagonalisable. On a d’aprés la
question [1.5.3] de la partie 1, si S > 0 ( S est a valeurs positives, alors il suffit de discuter le
cas de S = 0 et le cas de S > 0), alors M est diagonalisable (A; est réalisé). C’est a dire que
[S > 0] € Ay, implique que A C [S = 0], d’o11

P(A) < P(S=0) =0

D’ou les résultats.

2.5.2. On considére B; I’événement que la matrice M, ait une valeur propre de valeur absolue =
On a d’aprés la question [1.5.3] de la premiére partie Sp(M;) = {0, S}. Alors, M; ai

propre de valeur absolue > 1 si, et seulement si , S > 1 (car S est & valeurs positi

+oo
PB) =Pz 1) = [ fsta)ds
= /+OO A—szef)‘l’dx
1 2
ie

Soit r > A un en

3.1. On a la suite

Soient u = (

Dot Au+ v € #p(K). Donc Zp(K) est un sous-espace vectoriel de E.
3.2. Détermination de la dimension de .7p(K)

3.2.1. Soient u = (up)n, v = (vp)n deux suites dans #p(K) et A € #p(K). On a

®(Au+ v) = @ ((Mug + vi)ren)
- ()\UQ -+ vy, - - - ,)\UT,1 -+ 1)7,,1)
- )\(UQ, feey Urfl) -+ (UQ, e ,1)7,71)

= A®(u) + ®(v).
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3.2.2.

3.3. Etude de Popérateur & en relation ave

3.3.1.

3.3.2.

3.3.3.

Alors @ est une application linéaire de #p(K) dans K”. Montrons qu’elle est bijective.
Injectivité : Soit v = (up)nen € Fp(K) tel que ®(u) = (ug,...,ur—1) = (0,...,0), c’est &

dire que Vi € [0, — 1], u; = 0. Montrons par récurrence fort que Vn € N, u,, = 0.
r—1

Pour Vi € [0,r—1],u; =0n=r,on a u, = ugrr = »_ aquq = 0, d’oit les résultats pour n = r.
q=0

Supposons les résultats est vrai Vi € [0,n — 1], ot n > r, on a

r—1
Upn = Uln—r)4r = § AqUn—r+q — 0
q=0

car Vg € [0,r —1], n—r+¢ < n—1, et par ’hypothése de récurrence, u,_,44 = 0. D’ou

le principe de récurrence on a ¥n € N, u,, = 0, donc ’application ® est injective.

La surjectivité : Soit (bg,...,b—1) € K", soit u = (un)n € E, définie par récurren ivant :
r—1

Vi [0,r —1], u; = b; et Vn = 7, up = Y Gglip_riqg, ON A
q=0

@(u) == (UQ, e ,Urfl) == (bl, e ,brfl)

d’ott @ est surjective. Alors ® est un isomorphisme de #p(K) dans K.

D’aprés la question précédente, on a .#p(K) et K" sont isomorphe,
rs dim #p(K) = r = deg(P)

dimension, et puisqu’on a dimK” = r,

Il est claire que pour tout s est linéaire.

Soient u = (up Jnen, v = éléments de F et A € K

= ()\Un+1 + UnJrl)
= AM(Unt1)nen) + (Un)n
=A2(u) +

isme de E(Applicationglinéaire de ans E).

Soit 2°((ur)ren) = idg( N, DM ((ur)rerw) = ((Uni1)ren),
par réc our tout ¢ € N,
Soit
r—1
P(Z)(u) > ag 2 ((tn)nen)
q=0
r—1
- Z aq(tin4q)nen
q=0
r—1
= <Un+r — Z aqun+q> (*)
q=0 neN
r—1
D’aprés (x), on a P(2)((tn)nen) = (0)nen si, et seulement si Vn € N, 1, = > agliy g, Cest
q=0

a dire que (u,)nen € ker P(2) si, et seulement si, (1, )nen € £p(K). Dot #p(K) = ker P(2).

2¢éme Pyrtie

Etude de .#5(K) dans un cas particulier
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On s’intéresse ici & la détermination de #p(K) dans le cas ot P = (X — 1)" avec r € N et r > 2.
4.1 .
4.1.1. A est bien définie. Soient @, Q' € K[X] et A € K. On a

ARQ+Q) = (AQ+ Q)X +1) — M@+ Q) (X)
—AQX + D+ QX + 1)~ 2Q(X) - Q(X)
— AAQ) +AQ).

D’ou A est un endomorphisme de K[X].

4.1.2. Si Q(X) = b; X" € K[X] un polynéme non constant de degré m > 1 (b,, # 0). On a
i=0

AQ)(X) =

m
m—1

précédente, deg(A(Q)) = deg(Q) — 1 €
t constant on a A(Q) = 0 € K,_1[X], d’ou

donc de [1] et de [2], on a deg(A(Q)) = cient dominant est b, (, ™) = mby,.

4.1.3. Soit @ € K, [X] non constant. On a d’
r — 1, cest a dire A(Q) € K,_1[X]:
AKX C Kr—q][X].

De méme on a A(K,_1[X]) C Kgq[X ire que K, _1[X] est stable par A.

4.1.4. On a si  un polynéme constant, =0, et la famille {1, X,..., X" !} est une base
de K,_1[X], montrons que ¥k < [1,r—1 (X*) = 0. Soit k € [1,7— 1], on a deg(A,.(X*)) =
kE— 1, deg(A2(X*)) = k — 2 ainsi de suite, on a donc deg(AF)(X*) = 0, alors le polynome
AFY(X®) est constant donc

A(AD(XF) =ATTH(X?) =0
et puisque k + 1 < r alors A7(X*) = 0. Alors A7 annuler les éléments de la base canonique de
K,_1[X], donc A’ est nul.

4.2. On considére I'application
UK, 4[X]— F

Q> (Q(E))ren
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4.2.1.

4.2.2.

4.3. Expressions des éléments de % x_1)-(K).

4.3.1.

4.3.2.

4.3.3.

4.3.4.

Soient Q,Q" € K,_1|X] et A€ K. On a

TAQ + Q") = (AQ + Q) E)rew = (AQ(E) + Q' (k))ren
= MQ(E)) ke + (Q'())rew
= A\V(Q) + ¥(Q)
Alors ¥ est une application linéaire.

Soit @ € K,_1[X] tel que ¥(Q) = (0)xen, alors Vk € N, Q(k) = 0, donc @ admet un infinité de

racines, alors @ = 0. D’ott ¥ est injective.

On applique le théoréme de rang. On a r = dimK, 1[X] = dimker(¥) + dim I
dim Im(W¥), car ker(¥) = {0}. Donc dim Im(¥) = r.
Soit Q € K, 1[X], on a
(2 —idp) o W(Q) = (2 — idp)((Q(F)rew) = (Q(k + 1) — Q(k)
d’autre part
VoA (Q)=TV(QX+1) - QX)) = (Qk+1) — Q(F))ren =

Donc (2 —idg) o ¥(Q) = ¥ o A.(Q).
On a d’apreés la question précédente (2 — idg) o ¥ = Wo A, al

(@ —idp)* o W= (2 —idg)o VoA, =

(2 idg)’ oW = (P —idg)o Vo 3

ainsi de suit€ on a (2 — idg)" oW = Wo Al = 0 car, d’aprés
Ona (2 —idg) oW = 0, alors Vu = U(Q) € Im¥P, on
donc u € ker(Z —idg)". D’ou Im¥ C ker(2 —idg)

jon [4.1.4] on a A7 est nul.

(Z—idg) o ¥(Q) =0

D’aprés les questions [3.2.2] et [4.2.2], on a dim et dimImV¥ = r, et d’aprés la

question précédente I'mW est sous-espace vect ) des méme dimension, alors

Hix-yr(K) = Im¥ = {¥(Q), Q — {(Q(K)rer, Q € Nr 1 [XT}

On a la famille ((l)kGN; (k)kGN; . (kri
dans Zx 1)~ (K). Soient ag,...,a, 1

de cardinal égal & r et dont les éléments sont

ag(Dren + ay r—1 (K" Dren = (0ren

implique que Vk € N, ag + a1k 1 = 0, implique que le polynéme ag + a; X +
v 4 ap_1 X771 admet une infinité
D’oii la famille ((l)keN; (k)keN; Ceey (kri

alors c’est une base.

donc il est nul, alors g =3 =+ = a,_1 = 0.

ken) est libre de cardinal égal & dimension de .7 x 1)~ (K),

3éme Pyriie

Expressions des éléments de .#p(K) selon P € K[X]

51. Casou P=X — Mavec A € K

5.1.1.

on a (up)pen € Fx_A(K) si, et seulement si, Vn € N, u,11 = agu, = Au,, car dans ce cas
r=let P=X—agp=X— A\
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5.1.2 On a d’aprés la question précédente si Va € K, la suite a(A¥)pen € #x A (K) done {a(A)pen;a €
K} € Ix_a(K), et si (up)pen € FIx_a(K), alors Vn € N, upy1 = I, = Aug, d’on
(ur)ren = ug( M) pen. Dot {a(A ) pem;a € K} = Fx A (K).
5.2. Casou P = X7 avec r € N*.

5.2.1. Dans cecas on a ag = -+ = a,—1 = 0. On a (ug)reny € Fx-(K) si, et seulement si, Vn € N,
Untr = 2 Gqlntg = 0 C’est & dire que Vn > 7, u, = 0 par le changement d’indice. D’ou les
q=0
résultats.

5.2.2. Soient «y,...,a,—1 € K tel que ageg + -+ -+ a,—16,-1 = (0)neny (). Alors on a
(¥) ~—= (ag,...,—1,0,0,...)=(0,0,...)
= = =0, =0
donc la famille (eq, . ..e,_1) est libre de cardinal est égal & r (dimension de #xr(
une base de Zx-(K).
5.3. Casou P = (X —A)" avec A€ K\{O} et r € Net r > 2.

5.3.1. Par la formule de binéme, on a

T

XN =% (:) XA = X" +¥: (:) &)

1=0

5.3.2. Soit (ux)ken € F, on a

(uk)keN S ker(@ — )\ZdE)T )\ZdE)T((uk)keN) = (O)ke

)" D ((un) e

( car gi((uk)keN) = (Unti)ren)

( on simplifier par A"™)

=0 (on divise par \¥)

(;‘_’;) keN ker(7 —idp)’

Dott (ug)pen € ker(Z — Nidg)” si, et seulement si, (4 € ker(2 — idg)".

)keN
5.3.3. D’aprés la question [4.3.3] on a

Fx-1)r(K) = Im¥ = {(Q(k))rew, Q € N, —1[X]}

et d’aprés la question précédente (Q(k))ren € (2 — idp)” = F(x—1)-(K) si, et seulement si,
(N Q(k))ken € ker(Z — Nidg)™ = F(x_»(K). Par conséquence on a

Fix oy (K) = L QF))ker; Q € K, 1[X]} .

13/16
https://vertuprepas.com/



54. Casou P = (X —A\)(X —p) avec A\, p € K, A # ppet r € N°.
5.4.1. On considére I'application
¢ : K [X] — K, [X]
Qr— aQ(X +1) - Q(X)
Soient @, Q" € K, [X] et € K. On a
P(BQ+ Q) =a(fQ+ Q)X +1) — (BQ +Q)(X)

=afQX +1) - Q(X) +aQ (X +1) - Q'(X)
= Be(Q) + ¢(Q).

Alors ¢ est un endomorphisme de K,.[X] dont sa matrice dans base canonique de

avec M; ; = (z) sii < j.

5.4.2. Soit (ug)ren € Fp(K), c’est a dir N,
' ' ' i (0)rex
N, Tfl[X]} ( d’aprés

(Uur)rex) = (NkQ(k))keNa

5.4.3. Soi 6 (X). On a d’aprés la question

EQi(n+1) - i)
Laion + ﬁwm) i ) Qi)
A A A

n+1
QN+ Qi 1)

<7 Upt1 = U
D’ou par le principe de récurrence, on a
n_ 1 no 1
¥Yn €N, wu, =ug\" — XQl(O))\ + TQl(n)
5.4.4. On a d’apres la question précédente si (un)nen € L x—x)(x—pu (K) alors
Vn € N, Up — UQ)\ - XQl(O))\ + TQl(n) == (UQ - XQl(O)))\ + H XQl(n)

N, uy = BV ARK) on 5= (w0~ 1Q1(0),Q = 1@
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d’ott Fx_ryx—w(K) C {(ﬁ)\k + /LkR(k))keN;ﬁ cK,ReK,.1[X]}.
Inversement. Soient 3 € K,R € K, 1[X], d’aprés la question [5.3.3] on a (u*R(k))reny €
I x_ - (K). D’autre part on a (BA)pen € F( x5 (K) en effet :
(Z — M((BA")ren) = (BN e — A(BN ke = (0)ken
D’ou
(2 — Xidp)(2 — pidp)" (1" R(F)kew) = (2 — Nidg)((0)x) = (0)

et

(Z—Nidp)(D—pidg) (BN )ren) = (Z—pidp) (Z—Nidp) (BN kew) = (Z—pidp)"((

1)(X + 1)3. Dansgece p=—1et
"R(k))ker; B € K, RQ

3] avec r + 1 au lieu de r.

, Qe K, [X etrél\b

car 2o ' = g1

Donc (BN* + p*R(k))ren € F(x -2y (x—py-(K). D’ot les résultats.

5.4.5. Etude d’un premier exemple.

On a

P=X*42x® 22X —1=X*—142X(X?-1)
= (X - DX+ D +2X(X 1)
= (X2 -D(X?P 42X+ 1) = (X - DX + D)X +
(X -DX+1?

donc les racines de Py sont {—1,1

r = 3, alors d’aprés la questio

5.5. Soit P = (X — \)(X

5.6. Casou P = (

]
5.6.1. Supposo o, X' € K, [X]. On a

=0

]
(2) = (2 — Nidg) o
=Z0Q(P — X

[e]

= iaigﬂr
1=0

= Q(7)

= Q(

D'ott P(2) = Q(Z) o (7 Nidp)

5.6.2. On a
(ur)ren € Ip(K) <= P(Z)((ur)ren) = (0)ren

<= Q(Z o (2 — Nidp)((ur)ken) = (0)kew
= (2 — Mdg)((ug)ren) € ker Q(2)
= (@ — )\idE)((Uk)keN) S ]Q(K)

T
5.7. Cas général : On suppose que le polynome P € K[X] s’écrit P = ] (X — Ax)™*, ol r est un entier
k=1
> 2, A, ..., A, des éléments deux & deux distincts de K, et mq, ..., m, des entiers naturels non nuls.

5.7.1.
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5.7.2. D’aprés la question précédente, on a

Ip(K) = P Fx—noyme (K).
k=1

Et d’apres la question [5.3.3], on a Vk € [1,7], L x—x,yme (K) = {(ALQ(n))new; Q € Kiny, —1[X]}
donc la famille {(APn%),en, i € [0,my — 1]} est une base de .#(x_», )=« (K) (& partir de la base

canonique de K,,, _1[X] ). D’ou la famille

U {050 ) nen, i € [0,mx — 17}

k=1

est une base de .#p(K).

5.8. Théoréme de d’Alembert-Gauss : Tout polynéme non constant de C[X] admet a
racine.
Soit P € C[X] unitaire, alors d’aprés le théoréme d’Alembert-Gauss P est scindé c’es
un entier = 1, Ay,..., A, des éléments deux & deux distincts de C, et mq,...,m,

non nuls, tel que

5.9. Etude d’un deuxiéme exemple Puis ine triple de P, on fai

de P3 sur (X — 1)3, on trouve que

i)2(X + )% Alors

et ona X*+2X2% +1 j )3
d’aprés la question
]PQ((C) (*Z')nRg(n))neN;Rl : CQ[X],RQ [X],Rg < (Cl[X]}
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